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Asymmetric Simple Exclusion Process with Langmuir Kinetics:

ASEP-LK [1, 2]

[3, 4, 5]

[6, 7, 8, 9]

A Traffic Jam Model of Biological Evolution and Species

Abundance Distribution

Kei Tokita1, Jun Sato2

1 Department of Complex Systems Science Graduate School of Informatics, Nagoya University
2 Center for Soft Matter Education and Research, Ochanomizu University

Abstract

We studied the asymmetric simple exclusion process with Langmuir kinetics (ASEP-LK) [1, 2]

as an evolutionary model for genetic populations on a 1D niche space, and we obtained an

exact solution for the ”length distribution of traffic jam” in its steady state. This is the third

example of the analytically-obtained species abundance distribution based on realistic multi-

species evolutionary dynamics, following the neutral model [3, 4, 5] and the random community

model [5, 6, 7, 8, 9].
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The effect of inflow rate and conflict around the exit on
evacuation efficiency

Geng Cui1, Daichi Yanagisawa2, Katsuhiro Nishinari2

1 Research Center for Advanced Science and Technology, The University of Tokyo
2 Department of Aeronautics and Astronautics School of Engineering, The University of Tokyo

Abstract

In this paper, a cluster approximation method based on the floor field model is proposed to
analyze the effect of inflow rate and conflicts around the exit during an evacuation process. The
conflicts have been taken into account by 2 different approaches: the friction parameter and the
friction function. It has been observed that despite the difference of conflict level, there always
exists an optimal inflow rate. The calculation results could be considered as the verification
of the ‘faster is slower’ effect. Besides theoretical analysis, we also conducted simulation to
validate our model. We found that through adjusting the inflow rate to appropriate value, the
evacuation time in all the conflict regime could be approximated with satisfactory accuracy.

1 Introduction

Pedestrian evacuation is vigorously researched
over the last decades. In addition to a lot of evacua-
tion experiments conducted to investigate complex
behaviors of pedestrians during evacuation process
from a perspective of both psychology and physi-
ology [1] [2], various kinds of microscopic models,
which enable computer simulation based studies,
are developed. Floor field cellular-automata model
is a famous decision-based model, it is based on
cells in 2 dimensional space and discrete in space,
time and the state variables [3]. Despite its sim-
plicity, floor field model could reproduce various
complicated evacuation dynamics, thus it is well
studied and extended in recent years.
An important phenomenon in evacuation is the

so called ‘faster-is-slower’ effect, which refers to the
phenomenon that as individual pushes harder to
escape through an exit, an increasement of the
total evacuation time can be achieved. Besides
the experimental verification, researchers also in-
corporated the friction parameter [4] and the fric-
tion function [5] to reproduce such phenomenon
via floor field model simulation. The friction pa-
rameter stands for the clogging and sticking effects
between evacuees, it describes the probability an
evacuee could not proceed to its desired position
when engaged in a conflict with other evacuees.
Friction function accounts for the fact that the
larger the number of evacuees engaged in a con-
flict, the stronger the competition will be, it treats
the probability that all the movements are denied
as function of the number of evacuees.
In this research, we investigated the evacuation

dynamics near the exit through theoretical analy-
sis and simulation. Because of the complexity of
2 dimensionality, unlike vehicle traffic which has
been well theoretically studied by extending the 1
dimensional asymmetric simple exclusion process,
only in a very limited number of evacuation re-
searches theoretical analysis has been conducted.

This paper is organized as follows. In Sec. 2,
we briefly review the floor field model along with
the friction parameter and the friction function.
Subsequently we propose the cluster approxima-
tion method in Sec. 3, and compare the simulation
results with the theoretical calculation. Finally,
Sec. 4 is devoted to summary and discussion.

2 Floor Field Model and conflict res-
olution

2.1 Floor Field

As the focus of this research is the evacuation
dynamics near the exit, we consider a square room
with only 1 exit. The room is divided into 2 di-
mensional cells, for each cell, only 2 conditions are
available: empty or occupied by an evacuee. At
each time step, an evacuee could choose to pro-
ceed to a Von Neumann neighbor cell, or stay in
its current place (Fig. 1). The decision-making of
evacuees is determined by 2 floor fields: the static
floor field and the dynamic floor field. The static
floor field describes the shortest distance from the
exit, as shown in Fig. 1. The dynamic floor field is a
bionics-inspired approach, it could be considered as
the footprints left by pedestrians, and reflects that
under emergency, human-beings are likely to lose
their minds and just follow the footsteps of others.
By adopting dynamic floor field, the long-ranged
interaction among evacuees is mimicked to local-
ranged one. The probability an evacuee chooses
the cell (i, j) to move into is determined by the
following equations.

pij = Nξij(1− nij) exp(−ksSij + kdDij), (1)

N =

⎡
⎣∑
(i,j)

ξij(1− nij) exp(−ksSij + kdDij)

⎤
⎦
−1

(2)

- 5 -



(a) (b)

Fig.1: (a) Target cells for an agent, only the Von Neumann
neighbor cells are available. (b) Static floor field of a 5 × 5
room. The exit cell is marked as green. The number in each
cell represents the Manhattan distance from the exit cell.

Fig.2: A schematic view of how the friction parameter resolves
conflict. The movements of two pedestrians are denied with
probability μ, otherwise a pedestrian will be randomly selected
and able to proceed.

ξij =

{
0, for obstacle or wall cells
1, otherwise (3)

Here, ks and kd are sensitive parameters of the
static floor field and the dynamic floor field, respec-
tively. nij ∈ 0, 1 refers to the occupation number.
As in this research we only consider the evacuation
from a simple room, we suggest that all the evac-
uees have a good knowledge of the location of the
exit, thus the effect of the dynamic floor field is
ignored. For simplicity we set ks large enough to
ensure the effect of static floor field dominates, i.e.,
ks = 10, kd = 0, which corresponds to the ordered
regime in Ref. [3].

2.2 Friction Parameter and Friction Func-
tion

Under parallel update, a conflict occurs when
more than 2 agents attempt to move to a same
cell. In order to quantitatively describe the level of
the conflict, the friction parameter μ ∈ [0, 1], which
means the probability that all the movements are
denied due to friction and clogging effect (Fig. 2),
is proposed. Note that through adopting μ = 0 we
recover the studies in Ref. [3].
The friction function originates from the assump-

tion that the more agents competing for the chance
to move, the stronger the conflict. For example, the
impact of friction is stronger when 3 pedestrians
are involved in the conflict compared to 2 pedes-
trians. Yanagisawa et al. conducted simulation to
show that most conflicts at the exit cell are among
3 pedestrians [5]. Thus, it is not appropriate to
consider only 1 kind of conflict, as the friction pa-
rameter does.
The friction function, which takes the number

of pedestrians k into consideration, is expressed as
follows:

φζ(k) = 1− (1− ζ)k − kζ(1− ζ)k−1 (4)

where φζ(k) represents the probability the move-
ments of all the involved pedestrians are denied. ζ

Fig.3: A schematic view of how the friction function resolves
conflict. Depending on the strategies of all the involved agents
in a conflict, whether the movement is denied is determined.

(a)

(b)

Fig.4: (a) Illustration of notations. α and β represent the tran-
sition probability to the exit cell and the transition probability
getting out of the room, respectively. γ is the probability an
empty neighbor cell be occupied in the next time step. (b) A
schematic view of the configuration of exit cell and its Von Neu-
mann neighbor cells. There are 24 = 16 kinds of configurations,
which are divided into 8 classes. Pi represents the probability
that at a timestep the configuration belongs to class i. Notice
that the only difference between the left 4 classes and the right
4 classes is whether the exit cell is occupied.

is an aggressive parameter, which is the probability
that a pedestrian does not give ways to others. As
shown in Fig. 3, it is supposed that if 2 or more
than 2 involved agents do not give ways to others,
all the movements will be denied. In other words,
only in 2 situations a standstill will not happen:
(1) All the agents give ways to others, in this situ-
ation an agent will be randomly selected and able
to proceed. (2) Only 1 agent does not give ways to
others, thus this agent will win the conflict. These
2 situations are expressed by 2 terms: (1− ζ)k and
kζ(1− ζ)k−1, respectively.

3 Simulation and theoretical analy-
sis

3.1 Cluster approximation

In this section, we propose a cluster approxima-
tion method to computes the flux of evacuees over
exit cell. Since most of the conflicts occur near the
exit, we only consider the exit cell and its 3 Von
Neumann neighbor cells. The configurations of the
4 cells are shown in Fig. 4.
First we adopt the friction parameter to solve

conflicts. We define Pi(t) the probability finding

class i at time t, denote the permutation
k!

(n− k)!
as

(
n
k

)
, and then take the calculation of P2 as an
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example:

P2(t+ 1) =P1(t)
(
3
1

)
γ(1− γ)2+

P2(t)(1− α)(1− γ)2+

P5(t)β
(
3
1

)
γ(1− γ)2+

P6(t)β(1− γ)2

(5)

As shown in Fig. 5, the transition into class 2 at

time t + 1 is possible for 4 classes at time t: class
1, class 2, class 5 and class 6. The transition
probability of these 4 classes are:

(
3
1

)
γ(1 − γ)2,

(1 − α)(1 − γ)2, β
(
3
1

)
γ(1 − γ)2 and β(1 − γ)2, re-

spectively.
Similarly, the probability of other classes

could be calculated. Furthermore, the mas-
ter equation of the cluster is listed as follows:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

P1(t + 1)
P2(t + 1)
P3(t + 1)
P4(t + 1)
P5(t + 1)
P6(t + 1)
P7(t + 1)
P8(t + 1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(1 − γ)3 0 0 0 β(1 − γ)3 0 0 0

3γ(1 − γ)2 (1 − α)(1 − γ)2 0 0 3βγ(1 − γ)2 β(1 − γ)2 0 0

3γ2(1 − γ) 2(1 − α)γ(1 − γ) a33 0 3βγ2(1 − γ) 2βγ(1 − γ) β(1 − γ) 0

γ3 (1 − α)γ2 a43 a44 βγ3 βγ2 βγ β

0 α(1 − γ)2 0 0 (1 − β)(1 − γ)3 0 0 0

0 2αγ(1 − γ) a63 0 3(1 − β)γ(1 − γ)2 (1 − β)(1 − γ)2 0 0

0 αγ2 a73 a74 (1 − β)3γ2(1 − γ) 2(1 − β)γ(1 − γ) (1 − β)(1 − γ) 0

0 0 0 0 (1 − β)γ3 (1 − β)γ2 (1 − β)γ 1 − β

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

×

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

P1(t)
P2(t)
P3(t)
P4(t)
P5(t)
P6(t)
P7(t)
P8(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(6)

where a33 = (1−γ)(μ2α
2+(1−α)2), a43 = γ(μ2α

2+(1−α)2), a44 = μ3α
3+3α2(1−α)μ2+(1−α)3, a63 =

(1−γ)(2α(1−α)+α2(1−μ2), a73 = γ(α2(1−μ2)+2α(1−α)), a74 = (1−μ3)α
3+3α2(1−α)(1−μ2)+

3α(1− α)2.

Fig.5: A schematic view of the calculation of P2(t + 1), the
color of the relevant part in the graph and the formula are cor-
responding.

Adding the normalization condition

8∑
i=1

Pi(t) = 1, (7)

the flux (represented by Q) in the stationary state
(t→∞) could be calculated by following equation.
For configurations 5, 6, 7 and 8, the agent standing
in the exit cell has a probability of β egressing from
the room in the next time step.

Q = β[P5(t) + P6(t) + P7(t) + P8(t)] (8)

For simplicity we set α = 1, β = 1. First we vali-
date our model by 3 simple cases, each represents a
very special situation where the flux could be easily
calculated:
(1) γ = 0. Because that there is no inflow, what-

ever the value of μ, we get P1 = 1, Pi = 0(i =
2, 3, ..., 8). Apparently the result is correct.
(2) μ = 1. This situation leads to the result:

P4 = 1, Pi = 0(i = 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8), which refers to
a complete deadlock condition.

(3) γ = 1. We get Q =
1− μ

2− μ
, which is in ac-

cordance with the results in previous studies [4] [5]
[6].
The calculation result is shown in Fig. 6, from

which one can see that as the friction effect being
stronger (represented by a larger value of friction
parameter μ), the optimal value of γ is declining.
We also take μ as fixed variable, and show flux
as function of γ. The result is in accordance with

(a) (b)

Fig.6: Calculation results based on the friction parameter. (a)
Flux from the exit as function of μ and γ, the high flux regime is
represented by warm colors. (b) Flux from the exit as function
of γ for different conflict levels.

(a) (b)

Fig.7: Calculation results based on the friction function. The
difference from Fig. 6 is that the parameter describing the con-
flict level is changed to ζ rather than μ. (a) Flux from the exit
as function of μ and ζ. (b) Flux from the exit as function of γ
for different conflict levels.

the previous work [6], in which the pedestrian flow
through multiple bottlenecks is simulated. It has
been demonstrated that when the cluster merges
faster around the final exit, the overall flow rate
declines thus leads to longer evacuation time. Ac-
cording to our result, the final outflow decreases
monotonically after the critical point of inflow rate
(Fig. 6).
We also present the calculation result based on

the friction function, which is easily realized by re-
placing μ2 in equation (6) by 1−(1−ζ)2−2ζ(1−ζ)
and μ3 by 1− (1− ζ)3−3ζ(1− ζ)2. The results are
shown in Fig. 7.
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3.2 Comparison between simulation and
theoretical analysis

In the following we present the simulation re-
sults to validate the cluster approximation method.
In our simulations a representative set of parame-
ters in the so called ordered regime: ks = 10, kd =
0, α = 0, σ = 0 is adopted (according to Ref. [3]).
We consider a grid of size 63 × 63 sites with an
exit of one cell in the middle of the upper bound-
ary. All the agents are randomly distributed in the
room initially.
We want to stress that it is not in this research at

the first time the flux over exit based on the floor
field model is theoretically analyzed. The origi-
nality of our work is that the parameter γ is not
just a fixed value, to the best of our knowledge,
its value is fixed in all the previous works [4] [5]
[6]. It is reported in Ref. [4] and Ref. [6] that such
setup gives satisfactory agreement for weak fric-
tion regime: μ ≤ 0.6, but in the region of strong
friction: μ ≥ 0.6 large deviation can be observed.
From Fig. 6 one can clearly observe that the flux
takes local minimum value when γ = 1, that is to
say, the reason of the deviation is the underesti-
mate of the flux when γ = 1 is adopted. What
is more, the decline of flux from the optimal point
is more obvious as μ grows, thus the deviation in
strong friction regime is further enlarged.
The comparison of theoretical analysis and simu-

lation is presented in Fig. 8. Five different values of
γ : 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6 are adopted to calculate the
evacuation time. We do not consider the regime:
γ ≥ 0.6 because in which the curve slopes in both
Fig. 6 and Fig. 7 are not so steep, indicating there
may not be huge differences in the calculation re-
sults. One can see from Fig. 8 that as γ grows,
there is a tendency the theoretical results better
fit the weak friction regime: μ ≤ 0.6(ζ ≤ 0.6),
but the deviation in the strong friction regime:
μ ≥ 0.6(ζ ≥ 0.6) becomes larger. We assume that
a moderate value of γ such as 0.3 or 0.4 would min-
imize the total deviation.

4 Conclusion

In this paper, we have introduced a new method
to approximate the outflow from a single cell based
on the floor field model. Two different approaches
to solve the conflicts are considered and the theo-
retical results are presented accordingly. We found
that despite the difference of conflict level, an opti-
mal inflow rate, which would maximize the overall
flux, always exists. The value of the optimal inflow
rate tend to decrease as the conflict grows stronger.
We conducted simulations and applied the clus-

ter approximation approach to calculate the evac-
uation time. We found that for both friction pa-
rameter and friction function based simulation, in
order to give satisfactory accuracy in strong fric-
tion regime, a relatively lower value of the inflow
rate should be adopted. The investigation of the
inflow rate in stationary state during evacuation
will be our future work.
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Fig.8: The comparison of theoretical analysis and simulation.
(a) Results based on the friction parameter. (b) Results based
on the friction function.
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Abstract 
This paper explores on how fundamental diagrams have evolved over a period of time. Fluid flow 
analogies are used to depict the differences and highlighting the behaviour of vehicles. The 
heterogeneity of vehicles is also discussed along with the underlying fundamental diagrams.  

Keywords: fundamental diagrams, heterogeneity, traffic states.

1. INTRODUCTION
In traffic flow theory the representation of traffic state is done through the fundamental 
characteristics speed, flow and density. These characteristics however cannot describe the traffic 
state entirely, as these variables can vary greatly depending on the type of observations made. 
Typically the observations on the traffic variables are achieved through a variety of sensors. They 
can be categorized as point, mobile and space sensors. Point sensors yield the observations that 
are corresponding to the cross-sectional data, while space sensor gives those over a short or long 
stretch of a road. Mobile sensors could give the position of an individual vehicle over time. As 
indicated earlier the relationship among the traffic flow characteristics can give insights into the 
dynamics of the traffic state and its evolution over space and time. Thus the models and the 
associated graphical depiction of the pairwise relationships of the traffic flow characteristics can 
be referred to as the fundamental diagrams (Ni, 2016). In the vehicular traffic, Greenshields 
postulation of the pairwise relationship between speed and density can be considered as the first 
fundamental diagram (FD) (Greenshields, 1935). 

Given the variety of the traffic states that exist in different types of environments that involve 
multiple vehicle types, infrastructure and driver population leads us to the need of exploring 
fundamental diagrams in these conditions. The multiple vehicle types can include motorized two-
wheelers, trucks, buses and motorized three-wheelers besides cars, leading us to heterogeneous 
traffic. Also with the advent of the autonomous vehicles would necessitate the revisiting of the 
FDs of the conventional human-driven vehicles (HVs) and connected and autonomous vehicles 
(CAVs). Some studies show interesting insights into the scatter aspects of the FDs with the 
increased penetration of CAVs (Zhou and Zhu, 2020). This paper tries to explore the evolution of 
the FDs and their applications to heterogeneous traffic conditions. 

2. FUNDAMENTAL DIAGARM AND ITS EVOLUTION
The flow-density diagrams with steady state equilibrium of identical driver units can be called as 
fundamental diagram. Here the steady state refers to the stationarity of traffic. FDs describe the 
theoretical relation between density and flow in these conditions (Trieber and Kesting, 2013).
Thus the equilibrium relationships are theoretical and can be described by unimodal functions 
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within certain limited range of independent variables. In the case of flow-density pair, flow as a 
unimodal function of density. Many researchers tried to define the properties of FDs both 
microscopic and macroscopic conditions. Kessels (2019) gives an excellent summary of the 
properties of the fundamental diagrams. Some of them are worth mentioning here. Before we 
plunge into these details it is important to understand the evolution of fundamental diagrams from 
the physical phenomenon such as flow of water through pipes and flow of granular media.  

If one considers drivers choice of the speeds, the relationship between speed and density best 
describes this process. At low densities drivers have larger spacing and can choose speeds close 
to free flow, while during congested conditions the converse is true. Thus a non-decreasing 
function would fit this description very well. However, when this relationship is translated to 
flow versus density the relationship, it has an inflection point. Often the traffic flow draws 
heavily from fluid flow analogy, but here is the stark deviation from this analogy which is very 
well depicted in Figure 1.  

(a) (b) 

Figure 1: Traffic and fluid (water) analogy (a) Flow-density curve (b) granular/agents vs. water 
flow through constrained exits (similar to bottlenecks) (Kessels, 2019) 

The critical point that needs to be highlighted here is the inflection point, after increasing portion 
in Fig. 1(a). This is clearly depicted in Fig 1 (b) where granular media/agents passing through 
constriction as the flow goes past the peak, the throughput decreases which are in contrast to the 
flow of water which is non-decreasing after the peak. In the next section some idea of the 
multiple vehicle types and the related heterogeneity is discussed. 

3. HETEROGENEITY
Heterogeneous traffic is a common sight in many Asian countries, which predominantly 
comprises of motorized two-wheelers (MTW), and some extent motorized three-wheelers 
(MThW, tuk-tuks or auto-rickshaws) besides cars and heavy vehicles (HVs). Understanding the
FDs when such traffic mix is prevalent offers interesting insights into the evolution of the traffic 
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phenomena over a range of densities (which are again defined in terms of passenger car 
equivalencies). In one of the recent studies by Gaddam and Rao (2020), the fundamental 
diagrams evolved show an interesting trend. It is observed that traffic flow and density increases 
with the increase of MTW proportion due to their smaller physical dimensions and shorter 
longitudinal headways maintained by them. In MTW only conditions, maximum flow values 
observed to be four times higher than that of cars only condition. However, if MTW proportion is 
less than 0.4, it has little effect on flow values when compared to that of cars only situation 
(where MTW proportion is zero). The concept of including the heterogeneity is also 
demonstrated by Chanut and Buisson (2003).  

(a) (b) 

Figure 2: Effect of (a) MTW and (b) Heavy vehicle proportion on capacity of traffic flow 

4. SUMMARY
It is important to explore the FDs evolution for a variety of traffic situations. This can lead to an
in depth understanding of the underlying evolution of dynamic traffic phenomena. 
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Abstract

In this talk, we focus on COVID-19 to discuss elementary applications and problems of

mathematical model for infectious diseases for prediction and control of the epidemic. First,

we introduce recent results for the estimate of the basic reproduction number and exam-

ine the effect of declaration of the state of emergency. Next, based on the asymptomatic

transmission model and the state-reproduction number, we consider the effect of quarantine

of symptomatic infecteds under the social distancing policy. Subsequently we construct a

mathematical model to quantify the effect of massive testing and quarantine by using the

effective reproduction number. Finally, we consider an estimation problem for the size of

unobserved asymptomatic infecteds.
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Abstract 
We establish a multi agent simulation (MAS) model to emulate dynamic vaccination (DV) in which only 
direct neighbors of an infected agent are immunized by vaccination. The model takes account for the 
stochastic feature of vaccine’s efficacy, and for the information noise to detect an infected agent as well as 
his neighbors. MAS reveals that although the information noise less significantly affects on how 
successfully DV confining a disease spreading, the vaccine efficacy does dominate it. In a nutshell, DV 
with a less reliable vaccine misses out opportunities of initial containment. The expanded intervention 
measure, where DV is also applied to some fraction of second neighbors of an infected agent, does not 
increase the probability of such initial containment, yet rather boosts the total social cost; the sum of 
vaccination cost and that of illness.  
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外出人数と COVID-19 実効再生産数の Scaling 関係による
人-人接触項の検証

島田 尚

1 東京大学 大学院工学系研究科 システム創成学専攻
2 東京大学 数理・情報教育研究センター

概要

携帯電話の位置情報から得られた東京主要駅の乗降客数の変化と、東京都における実効再生産数
との関係を解析した。まず、「接触機会が外出人数の増加関数である」という自然で簡単な仮定
から、感染から感染報告までの平均遅れ時間について約 15日という現実的な推定値を得た。ま
た、この報告遅れ時間に基づいた接触機会と外出人数の関係性のフィッティングから、接触機会
の密度依存性がロトカボルテラ型より緩やかであることが見出された。さらに、この全体的傾向
からのずれとして行動変容などの効果を伺うことができること、また、特に目立つ急峻な変化が
各種要請の発出や解除のタイミングと一致していることなども見出された。

Estimation of human contact rate from the scaling relation

between the effective reproduction number of COVID-19 and the

size of active crowd in Tokyo area

Takashi Shimada1,2

1 Department of Systems Innovation, Graduate School of Engineering, The University of Tokyo
2 Mathematics and Informatics Center, The University of Tokyo

Abstract

The relation between the number of passengers in the main stations and the infection rate of

COVID19 in Tokyo area is studied. Based on a natural assumption that the human contact

rate is an increasing function of active population density, we first determine average time

from the day of infection to the report day as 15 days. Furthermore, from the scaling relation

between the density of active population and the infection rate, we find the dependency of

the human contact rate on the population density is slower than that of Lotka-Volterra type

model.

1 はじめに
COVID-19 などの感染症の拡大防止の一般的対策

として行われる外出の制限（要請）は、これによる
人-人接触機会の低減を目的としている。このような
制限はその有効性は疑いようが無い一方で文化・社

会・経済などへの負の影響も大きいため、外出人数
のような把握が容易なマクロな量と接触機会との関
係の検証が重要である。生態・社会学の理論の側か
らも、ロトカボルテラ方程式や SIRモデルなど、ポ
ピュレーションの積で単純にモデル化された接触機
会の項が人の行動のモデルとしてどれだけ当てはま
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るかを理解・検証することは意義深い。
本稿では、携帯電話の位置情報から推定した東京
主要駅の乗降客数の変化と同じく東京都における
COVID-19 の実効再生産数（感染者の相対人数が非
常に少ないことに基づけば、接触機会と比例する）
との関係から人-人接触機会の密度依存性を調べた
我々の研究 [1]を紹介し、さらにこの解析結果につ
いて議論する。

2 解析方法とデータ
2.1 解析の方針
本研究では未感染状態、感染状態、免疫獲得状態
の 3状態による簡単なコンパートメントモデル：

ΔSt = St+1 − St = −βC(St, It),

ΔIt = It+1 − It = βC(St, It)− γIt,

ΔRt = Rt+1 −Rt = γIt, (1)

に基づいて解析を行う。ここで St, It, Rt はそれぞ
れ考えている地域における未感染状態、感染状態、
免疫獲得状態の人数の比（もしくは人口密度）であ
る。β は未感染者と感染者の接触機会当たりの感染
率を表す定数であり、一般に病原体や人々の生活様
式によって決まる量である。γ は単位時間当たりの
治癒率で、ここでは疫学研究の報告から γ = 14−1

[day−1]程度にとる。後の解析のため、もっとも一般
的な SIRモデルで βStItと書かれる感染プロセスの
項の接触機会頻度を表す StIt の部分を

C(St, It) = StIt ·A(St, It, Rt). (2)

と一般化して書いてあることに留意いただきたい。
ここにA(St, It, Rt)は接触機会頻度の関数形の StIt

からのずれを表す修正項である。
感染拡大の趨勢の評価に最も大事な量である実効
再生産数（その時点における、感染者 1人が治癒も
しくは死亡までに感染させる人数の平均）が各日に
おけるこの地域での新規感染報告数の時系列 Ot か
ら次のように求められる：

Rt ≡ −ΔSt

ΔRt
=

Ot+td

γ

(
t∑

τ=τ0

Oτ+td e−γ(t−τ)

) (3)

ただしここで、tdは真の感染日から感染報告日まで
の時間遅れの平均であり、一般には疫学的な知見な
どから決定する必要がある。

さて今、この地域が（我々が経験したように）外出
制限などの結果として「感染機会となり得る、住居外
での活動をした人数」が大きく変化した場合を考え
る。この場合、各時点での外出人数の通常時 N̄ との
比を nt = Nt/N̄ と書けば、感染プロセス βC(St, It)

の中の St, It はそれぞれ S̃t = ntSt, Ĩt = ntIt, で
置き換えられなければならない。一方で治癒率の項
γIt はそのままであるので、ここから新規感染報告
数と実効再生産数が

Ot+td = −ΔSt = (βStIt)n
2
tA(St, It, Rt) (4)

Rt =
Ot+td

γIt
≈
(
β

γ

)
n2
tA(St, It, Rt) (5)

と ntに依存することになる。言い換えれば、外出制
限などで外出人数（実効的な活動を行なった人数）
が大きく変動した期間の実効再生産数 Rt の変化の
振る舞いが nt の 2乗からずれていれば、それは人-

人接触項の SIR モデル型（もしくはロトカ-ボルテ
ラや化学反応型）からの修正を示唆するということ
になる。

2.2 データ
本研究では、匿名化された携帯電話の位置情報か
ら得られた東京主要駅（東京、新宿、池袋、渋谷）に
おける乗降人数の各日推移のデータを用いる [2]。具
体的には、上述の「通常時に対する外出人数の比」nt

をこれら主要駅の乗降人数の合計の比で置き換える。
外出人数に直接に比例すると考えられるこのデータ
の存在は我々の上述の解析にとって決定的に重要で
ある。また、新規感染者報告数については東京都よ
り公表されているデータを用いた。なお、よく知ら
れているように新規感染者報告数は感染実態とは関
連が薄いと思われる曜日依存性が大きいため、前後
各 1週間の 2週間移動平均をとったものを Ot とし
て扱った。また、これに対応させて乗降人数の時系
列についても 2週間の移動平均をとった。

3 結果
3.1 報告遅れ時間 tdの推定
コンパートメントモデルを基盤とした解析の利点
として、通常は疫学的な調査から別途定める必要の
ある「感染日から報告日までのずれ」tdを推定する
ことができる点も重要である。上述したように我々
は人と人との接触機会について SIR モデルなどと
はずれた関数形も視野に入れて解析するわけである
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が、その上で「接触機会が外出人数の増加関数であ
る」という仮定をおく。この仮定に基づくと、適当
に選んだ td について計算した nt と Rt の二次元プ
ロットが最も良く一価の関数で表されるような tdを
選べば良いことになる。実際、図 1に示すように、
nt−Rtプロットは遅れ時間 tdを（非現実的な）0日
とした場合には大きくループを描いて一価の関係に
ならない一方で他の研究報告の値に近い 2週間程度
としした場合はほぼ一価の関数関係にあることが分
かる。「一価の関数関係の良さ」に基づく最適な td

は（もちろん目視によってでなく）nt と Rt の順位
相関を取ることによって求められ、その値は td = 15

日である。こうして決める最適値が、他の知見から
天下り的に与えたパラメターである γの値にあまり
依存性しないことも確かめられている。
この解析に用いた仮定は、観測期間においてある
一定の数理モデルが適用可能であるとすれば非常に
自然でロバストな仮定と言える。一方で、観測期間
内の人々の行動変容やウイルスの strain の変化の効
果、またさらにはそもそもこのような巨視的量に基
づいたモデリングへの疑義まで含めれば、特に一価
の関数関係が成り立つことは全く自明では無い。こ
の点からは、今回解析対象とした 2020年の 2月か
ら９月という緊急事態宣言や就労・通学の様式の激
変があった長い期間に渡り ntとRtの関係性が関数
関係でほぼ一定に保たれていたという結果はむしろ
驚きに値すると言える。また、緊急事態宣言による
外出の最大限の抑制期間の前後で Rt が同じ曲線に
乗って上昇したことは行動変容の効果が小さかった
こと（もしくはこの期間の前から人々の感染防止行
動がかなり最適に近かったこと）をも示している。

3.2 人-人接触項の評価
報告遅れ時間 td と、実効的な人口密度 nt と Rt

（人-人接触項 C に比例）との関数関係の良さとが見
出されたので、次にこの関数関係についてフィッティ
ングを行う。フィッティングには、SIR モデルが良
く成り立つ場合に対応する

Rt = R0n
2
t (6)

と、同じく SIR モデルの接触項の仮定を保持しつ
つ、感染プロセスに関わるポピュレーションには主
要駅での乗降客数からは捕捉されない定数項 n0 が
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図 1: 感染日から感染報告日までの平均遅れ時間
td を 0日、一週間、二週間とそれぞれとった場合
の nt と Rt の関係。順位相関から求まる最適点に
近い td =2週間の場合には nt と Rt はほぼ一価の
関係となる。

あるとした関数

R′t = R0

(
n0 + nt

n0 + 1

)2

(7)

また最後に人と人との接触項の密度依存性が SIRモ
デルと異なるとした関数を用いた：

Rpow
t = R0n

2−α
t . (8)

この結果、最後の関数 Rpow
t が最も良いフィット

を与えることが分かった。ここで Rpow
t の形状は人

の接触項について SIR モデルから以下のような修
正がされたことに対応する：

C(St, It) = StItA(St, It, Rt) =
C0StIt
nα
t

(9)

ので、αはいわば「人の活動の主体性を示すパラメ
ター」と言えることに注意したい。すなわち、α = 0

は例えば街行く人々同士が近接する確率がその濃度
の二乗に比例するのであるからあたかも原子分子の
ように「意志無く」振る舞う場合に相当する。一方
α > 0は分子運動に比べて低密度では衝突頻度が下
がらず、また高密度では衝突頻度の上がりが緩やか
な場合に対応し、これは人々は外出するそもそもの
目的が人との接触機会（仕事、買い物、面会）と関
連しており、また移動経路上など可能な場面では人
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と距離を取ろうとするものと考えると自然な補正方
向である。反対に α < 0は衝突項のより急峻な密度
依存性に対応するが、これは例えばいつもは距離を
保とうとするものの、駅や店内、電車内などで高密
度の場所が発生した場合に受動的に近接してしまう
という状況に対応する。接触頻度が密度の増加関数
でなくなってしまうというのは非現実的であると考
えると、この「人の行動の主体性」パラメターの自
然な領域は α < 2であると言える。
実データのベストフィッティングから得られる指
数は α ∼ 1であり、これは人々の行動の主体的な面
がとらえられたと考えることができる。また、α ∼ 1

すなわち接触項が密度の 1乗に近いという結果は式
(1)のコンパートメントモデルに戻って考えると別
の意味で示唆深い。今回の解析ではある地域におけ
る感染プロセスに関わる nt が時間的に大きく変化
する場合を扱ったが、今度は異なる色々の地域の平
均の人口密度比を nt によりモデリングしていると
考えてみる。この場合接触（感染）項に加えて治癒
項 γItも nt倍に修正されるので、コンパートメント
モデルの差分を表す各項が nt 倍されるだけ：

ΔSt = −nt · βSt, It,

ΔIt = nt · (βSt, It − γIt) ,

ΔRt = nt · γIt, (10)

となり、ここから計算される実効再生産数 Rt が人
口密度に依らないということになる。この面からは、
今回のフィッティングで得られた修正接触項は、平均
の人口密度の大きく異なる世界の各地域で一様に感
染拡大が起こっている現象の良い巨視モデルとなっ
ていると言うことができる。

4 まとめと展望：Scaling 関係を
超えて

以上、東京主要駅の乗降客数の変化と、東京都に
おける実効再生産数との関係についてのマクロモデ
ルを基盤とした解析から、真の感染から感染報告ま
での平均遅れ時間という調査の難しい量についての
良い推定を得たほか、人と人との接触機会の密度依
存性を評価することができた。
また最後に、これらの期間全体についての解析を
基にしつつ、全体の傾向からのずれから窺えること
についても定性的に議論したい。図 2 に示す通り、
期間全体に渡り良い相関を示す nt と Rt の時系列

をより細かくみると、ntがさほど変化していないが
Rtが大きく変化している時点があることが分かる。
興味深いことにこれらの変化は、緊急事態宣言の全
国への適用時（Rt減少）、緊急事態宣言の一部解除
（Rt 上昇）、東京アラートの宣言（Rt 減少）など今
回対象の東京圏には直接の制限などが及ばない自粛
要請や解除のタイミングと良く一致している。これ
らの、今回のモデルに沿えば βの変化に対応すると
思われるイベントについての解析には他のデータと
の照合が必要に思われる。
さらに、今回得られた接触機会の人密度依存性が地
域や社会をまたいでどれほど普遍的であるかについ
ても検証が必要である。その試みの一例として関西圏
の動向についての黒田らによる解析を参照されたい
（MSTF2020発表予定）。本研究は JSPS KAKENHI

18K03449 の支援を受けたものである。

図 2: 本解析から得られた実効再生産数（マゼンタ
実線、点線は td の補正無しの場合）と主要駅での
乗降客数比 nt（シアン破線）の時系列の比較。ス
ケーリング関係で確認した通りこれらの曲線は全
体に良い相関を示すが、緊急事態宣言などの時期
に対応したタイミングで乗降客数の変化に依らな
い Rt の急峻な変化が見られる。
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関西圏におけるCOVID-19 の感染拡大率と外出人数の関係に
ついて

黒田大地 1, 島田尚 1,2

1 東京大学 工学系研究科 システム創成学専攻
2 東京大学 数理情報教育研究センター

概要

本研究では、関西圏の主要駅周辺での外出人数と COVID-19の感染拡大率との関係について調
べた。その結果は、1)感染者の感染日から公表日までの遅れ時間が首都圏での同様の解析とほぼ
同じの平均 14日程度と推定されること、2) 関西圏での感染が収束方向に向かっている期間は外
出人数が 2020年 1月比で 40% 程度以上減っている期間と一致すること 3)大阪府内での感染者
数に占める東京から流入した感染者の数は少ないこと、を示唆していると考えられる。

The relationship between the spread of COVID-19 and the

number of people around major stations in Osaka area

Daichi Kuroda1, Takashi Shimada1,2

1 Department of Systems Innovation, Graduate School of Engineering, The University of Tokyo
2 Mathematics and Informatics Center, The University of Tokyo

Abstract

In this paper, we empirically study the relationship between the number of people observed

around the main stations and the spread of COVID-19 infection in Kansai-area. Our analysis

suggests: 1) Average delay from the true infection day to the report day is around 14 days.

(This delay is almost the same with the delay estimated in Tokyo.) 2) In Osaka, about 40%

decrease of active population may prevents COVID-19 infectious spread. 3) The number of

incoming infections from Tokyo is relatively smaller than the number of infections in Kansai-

area.

1 はじめに
COVID-19の感染拡大への対策として、外出制限
が行われた。外出制限は社会全体の経済的損失や個々
人の精神的負担が大きい。そこで、感染拡大を防ぎ
ながら、外出制限を可能な限り緩くすることが求め
られる。これを実現するために、感染拡大率と外出
制限の強さの関係、すなわち、実効再生産数と外出
の割合の関係を知ることは重要である。東京圏につ
いては既に実効再生産数と外出の割合の関係につい

て研究が行われている [1]。しかしながら、この東京
圏での研究がどれほど普遍的なのか、もしくは地域
に依存しているのかについての研究は行われていな
い。そこで本研究では、関西圏について解析を行い、
外出の割合をどれほど減らせば、感染を収束に向か
わせることができるかについて評価する。また、東
京圏から関西圏への感染者流入の影響の大きさにつ
いても調べる。
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2 感染拡大率と外出人数の関係
2.1 外出制限割合
本研究では大阪府における 1日の新規感染報告者
数（Jt）と関西圏主要駅（大阪梅田駅、大阪なんば
駅、京都駅、神戸三宮駅）周辺の人混み量（Nt）の
データを用いて分析を行う。これらのデータを図 1

に示す。外出制限割合を

nt =
Nt

N̄
(1)

と定義する。ここで、N̄ は 2020年 1月の 1日あた
りの関西圏主要駅人混み量である。
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図 1: (上) 大阪府における日毎新規感染報告者数
[2]。（下）関西圏の主要駅 (大阪梅田駅、大阪なん
ば駅、神戸三宮駅、京都駅) 周辺の外出制限割合
[3][4](2020年 1月比)。Dayは 2020年 1月 1日を
起点（Day 0）として数えた値（以後の図において
も同様）。

2.2 実効再生産数
感染症の実質的な感染拡大率を示す指標として、
実効再生産数がある。これは、1名の感染者が治癒
までに何人に感染させるかの各時点における平均を
表す。しかしながら、実効再生産数を直接測定する
ことは困難である。そこで本研究では SIRモデルを
ベースとした区画モデルを用いて推定する。このモ
デルでは、非免疫保持者（S）、感染者（I）、回復者

（R、死亡者も含む）の 3つの状態を考え、時点 tの
それぞれの状態の人数を、St、It、Rt と表す。St、
It、Rt は以下の式 (2)で記述される。

ΔSt = St+1 − St = −Ot

ΔIt = It+1 − It = Ot − γIt

ΔRt = Rt+1 −Rt = γIt (2)

ここで、Otは時点 tに新たに感染した（状態 Sから
状態 Iに変化した）人の数を表す。γは１日あたりに
回復（死亡も含む）する感染者の割合を示す。本研
究では、先行研究 [1]に従って、γ = 14.0−1.0[day−1]

とした。時点 tにおける実効再生産数（Rt）は

Rt =
Ot

ΔRt
(3)

と表される。

2.3 感染日から公表日の遅れ時間
実際に知ることができるのは感染者の感染日では
なく、感染者の公表日である。感染日と公表日の平
均遅れ時間を td 日とすると、新規感染報告者数は
Jt = Ot−tdであり、計算できる実効再生産数もRt−td

である。Rtと ntに正の相関関係があると仮定する
と、この相関を最大化する tdが遅れ時間の推定とし
て得られる。本研究ではスピアマン順位相関係数

rs =
cov[r(Rt), r(nt)]

σ[r(Rt)]σ[r(nt)]
(4)

を用いた。ただし、ここで r(x)は順位を、cov[x, y]

は共分散を、σ[x]は標準偏差を表す。このスピアマ
ン順位相関係数より、td は 14日と推定した。先行
研究 [1]で行われた東京についての同様の解析では
td が 15日と得られており、この推定結果とほぼ同
じである。以後、td = 14としてこの公表日と感染
日のズレを修正して分析する。

2.4 感染収束に向かう外出制限割合
Rtと nt の関係を図 3 に示した。Rtと nt の関係
は１価の関数にならず、nt < 0.7で 2つのブランチ
に分かれている（Day 93から Day 124のブランチ
と、Day 124からDay 155のブランチ)。これは、一
見Rtが nt 以外の変数に強く影響を受けていること
を示しているようにも見える。しかしながら、この
形状はむしろRt が nt に強く依存していることを示
しており、ここからRtが 1.0程度になるのは ntが
0.6程度の時であり、これ以下の ntで感染が収束方
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図 2: 2020年 1月比主要駅周辺の外出制限割合 nt

（青色の破線、軸は左）、td = 14として発症日と公
表日の差を修正済実効再生産数 Rt（黒色の実線、
軸は右）、td = 0 とした Rt の時間発展（黒色の
点線）。

向に向かっていることが読み取れる。まず、2つの
ブランチの内上側（Day 93からDay 124）のブラン
チに着目する。ここからは、 Rt がおよそ 1.0とな
るのはDay 98で、この時 ntはおよそ 0.6程度の時
であることが読み取れる。下側のブランチ (Day 124

から Day 155)では、nt = 0.68程度となる Day149

頃まで Rt は 0に近い値を取り続けた後 Rt の急激
な増加が見て取れる。これは、上で読み取った、nt

が 0.6程度の時 Rt が 1.0となるという結果と矛盾
しない。Rt < 1.0となる外出制限割合の量 nt < 0.6

では、たとえ関西圏外部からの感染者の流入があっ
たとしても、その後感染が拡がることはなかったと
考えられるからである。今回の場合では、nt が 0.6

程度より大きくなって初めて感染者は増加方向に向
かうことができたと解釈できる。この解釈では、外
出制限割合の回復が直接的な原因となり、関西圏で
は、一度感染がほぼ収束した後に再度感染が拡大し
たと考えられる。

3 東京圏から関西圏への感染者流
入数とその影響の推定

前章の分析手法では、関西圏のCOVID-19感染拡
大率が関西圏の外出制限割合に強く依存していると
いう仮定の下行った。関西圏の感染拡大率に影響を
与える他の要因として東京圏から関西圏への感染者
流入というものも考えられる。本章ではこの東京圏
から関西圏への感染者流入数を上から評価し、その
感染者流入の関西圏におけるインパクトの大きさを
上から評価する。
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図 3: ntとRtの関係。図中の矢印は時間経過の方
向を示している。

3.1 評価方法
東京圏からの感染者流入数が関西圏にもたらす影
響度合いは、

F =Iint /IOt (5)

で評価する。ここで、Iint 、IOt はそれぞれ、時点 t

での東京圏から関西圏への感染者流入数、時点 tで
の大阪府での感染者数である。Iint の大きさは以下
の式 (6) ∼式 (8)を用い、上から評価する。

Iint = MtI
T
t /P

T (6)

Mt < aME
t (7)

ME
t < bDs

t (8)

ここで、Iint は時点 tでの東京圏から関西圏への感
染者流入数、ITt は時点 tでの東京都における感染者
数、PT は東京都の人口、Mtは時点 tの東京圏から
関西圏への移動者数、ME

t は時点 tの東京圏から関
西圏への新幹線利用者数、Ds

t は時点 tにおける品川
駅利用者数を表している。式 (7)中の aは東京圏か
ら関西圏への移動者の総数が東京圏から関西圏への
新幹線利用者数の何倍より少ないかを表し、(8)式
中の bは東京から関西圏への新幹線利用者数が品川
駅周辺の人混みの量の何倍より少ないかを表す。
式 (7)の aについては、東京から関西圏への主な

移動手段が新幹線であることを考え、a = 2.5とすれ
ば十分であると考え、本研究ではこの値を採用した。
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次に、式 (8)の bの値について考える。新幹線利用
者数については、前年比月次データは利用可能であ
る。このデータと、品川駅周辺の人混みデータを前
年比月次形式にしたものを比較した。その結果、図
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図 4: 前年比月次東海道新幹線利用者数 (実線、2020
年 4月 ∼8月分については新幹線大阪口合計 [6]、
2020年 1月∼3月分については新幹線合計 [7])と
品川駅周辺の人混みの前年比月次量（破線）

4に示した通り、新幹線利用者数は品川駅周辺の人
混みの減りと同等かそれ以上の減りを見せている。
このことから、式 (8)の bについては、

b <
M2018

Ds
2019

= 0.635 (9)

とすると、十分であると考え b = 0.635を採用した。
ここで、M2018 は 2018年度の新大阪、京都、新神
戸駅の 1日あたり新幹線乗降者数の合計値 [5]の半
分、Ds

2019は 2019年度の 1日あたり品川駅周辺の人
混みである。
以上から東京からの流入者数（Iint ）は、

Iint < abDs
t I

T
t /P

T (10)

と推定できる。

3.2 結果
図 5からわかるように、F =Iint /IOt < 0.25と低

い値となっている。ここから、東京からの感染者流
入数は関西圏の感染者数より少なく、Rt の大きさ
を関西圏の感染者以上に左右する要因にはならない
であろうことが示唆される。このことは、第 2.4節
で述べた、外出制限割合の回復が直接的な原因とな
り、関西圏では、一度感染がほぼ収束した後に再度
感染が拡大したという主張を補強する。

4 まとめ
本研究は、関西圏では感染者の公表日と感染日の
差が平均 14日程度であること、関西圏では 2020年

50 100 150 200 250

0
.0

0
0
.1

0
0
.2

0

Day

F

図 5: 東京圏から関西圏への感染者流入の関西圏に
おける影響の大きさ Fの推定上限値の時系列

1月比で 4割程度人混みが減っている時期と感染が
収束に向かっている時期が一致すること、大阪府内
での感染者数に占める東京から流入した感染者の数
は少ないこと、を示唆していると考えられる。
本研究は JSPS KAKENHI 18K03449の支援を受

けたものである。
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Abstract

In the conventional metapopulation model, individuals were free to move between patches.

However, in real-life habitats, the patch space is limited. In this report, ambush-type predators

such as antlions were analyzed by simulation using a multi-layered model. It was found that

“traffic jam” occurs in the migration between patches, so that prey and predator coexist. This

is a result that could not be obtained from conventional metapopulation dynamics. It was

found that even if the ambush-type predators are distributed at high density, they can coexist

without being exhausted due to the traffic-jam effect of the migration of prey organisms.
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Abstract

In biological systems, collective rotations frequently appear in cell aggregations. We examine
leader cells as a possible guide for these collective rotations. For this purpose, we model the
multicellular system based on the cellular Potts model for these rotations by assuming the
persistently-polarized heterophilic cell-cell adhesion of leader cells. We show a possibility that
the leaders guide these rotations.

1 Introduction
In developmental processes in biological sys-

tems, eukaryotic cells collectively and sponta-
neously move to their suitable positions for their
fates [1]. One of the spontaneous collective move-
ments is a persistent collective rotation of cell ag-
gregations [2–4]. For example, this rotation sorts
out Dictyostelium discoideum cells by their fates
[3, 5]. This rotation has been investigated by biol-
ogists and its guiding mechanisms were speculated
to be chemotaxis [6, 7] and molecular chirality [8].
In addition to these mechanisms, the persistence of
the rotation lets us deduce the persistent motility
in individual cells [9, 10]. This rotation, however,
is naively contradictory to the persistent motility,
because the persistent motility seems to stabilize
only the unidirectional order of movements instead
of the rotation [11–15]. Therefore, improvements
for matching these mechanisms to the persistence
is necessary for the understanding of the collective
cell rotations.
As such an improvement, the contact following

was theoretically considered and successfully repro-
duced the rotation [6,7,16,17]. Because the contact
following is implemented by the Vicsek-like interac-
tion based on visual recognition [18], it is not sim-
ply supposed for natural cells in contrast to birds or

fishes. As an alternative improvement independent
of such recognition, we focus on the effects of the
leader cells which drag the surrounding cells [19].
Namely, we hypothesize that the leader cells guide
the rotation. In this case, only the leader cells have
the persistent motility, while the surrounding cells
do not. Hereinafter, we call the surrounding cells
follower cells for convenience in explanation. This
hypothesis is based on the fact that leader cells
cannot stabilize the unidirectional order in their
low concentrations below a certain threshold value
necessary for the order.
In the present work, to examine this hypothesis,

we model these leading and follower cells based on
the cellular Potts model [19, 20]. As a test case of
this hypothesis, we consider a persistent motility
due to the persistently-polarized heterophilic cell-
cell adhesion between leader and follower cells [21]
for tractability in this model. By this model, we
confirm that the leaders successfully guide these
rotations by avoiding the unidirectional order in
the case of a few leaders.

2 Model
For our purpose, this work utilizes the two-

dimensional cellular Potts model. In this model,
cell configurations are represented as Potts states
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m(r)’s. Here, r is a coordinate in a square lattice
with linear dimensions of L. m(r) takes a number
in {0, 1, 2, . . . , N}. m(r) is the cell index occupying
r except for m(r) = 0, which is no cell at r. The
fixed number N is the number of cells. These cells
belong to two types of cells with τ(m) = 1 and 2.
τ(m) = 1 indicates that the mth cell is a leader
cell with a polarity vector pm and τ(m) = 2 indi-
cates that the mth cell is an unpolarized cell. We
additionally set τ(0) = 0. By sampling the consec-
utive series of these Potts states with Monte Carlo
simulation, we simulate the cellular dynamics.
For this simulation, the realization probability

for each Potts state is given by the Boltzmann
weight exp(−βH). Here, H is Hamiltonian,

H =
∑
τ

Hτ
S +HA +HB , (1)

and β is an inverse temperature.
The first term in the RHS of Eq. (1) is the surface

term

Hτ ′
S = γτ ′

C

∑
rr′

δτ ′τ(m(r))δτ ′τ(m(r′))ηm(r)m(r′)

+ γτ ′
E

∑
rr′

ηm(r)m(r′)
[
δτ ′τ(m(r))δ0m(r′)

+ δm(r)0δτ ′τ(m(r′))
]
, (2)

where γτ
C is the surface tension of cellular interfaces

for type τ , γτ
E is that between cells with type τ and

the empty space. ηnm is 1 − δnm and δnm is the
Kronecker δ. The summation between r and r′ is
taken over the nearest and next nearest pairs. This
summation rule is commonly applied hereinafter.
The second term in the RHS of Eq. (1) is an

additional surface term [21],

HA =
∑
rr′

ητ(m(r))τ(m(r′))ητ(m(r))0ητ ′(m(r))0

× [
γH − γp

(
pm(r) · em(r)(r)δ1τ(m(r))

+ pm(r′) · em(r′)(r
′)δ1τ(m(r′))

)]
, (3)

which expresses the heterophilic cell-cell adhesion
on the interface between the leader cells and fol-
lower cells. γH is the strength of surface ten-
sion and γp is the polarized component of the het-
erophilic adhesion [22, 23]. em(r) is a unit vector
indicating from Rm to r, where Rm is the center
of the mth cell as a parameter of adhesion molecule
density [24]. The unit vector pm that is the adhe-
sion polarity of the mth cell,

dpm

dt
= ν

[
dRm

dt
−

(
dRm

dt
· pm

)
pm

]
. (4)

The equation indicates the dynamics of pm follow-
ing the polarity of cytoskeletal polarization in the
direction of dRm/dt [25] and, furthermore, the ad-
hesion molecules binding with intracell cytoskele-
tons, which is well known [26]. This term results
in the driving force of leader cell motions in the di-
rection of pm [27]. Note that the driving is exerted

only through the contact with follower cells [21].
Here, ν is the ratio of dpm/dt to dRm/dt. Rm is
quasistatically equal to the center of domain mass∑

r rδmm(r)/Am with Am =
∑

r δmm(r).
The third term in the RHS of Eq. (1) is the bulk

term,

HB = κA
∑
m

(1− Am

A
)2, (5)

which maintains areas of cells to A. Here κ is the
bulk modulus and A is the reference area. These
values are independent of m and therefore τ(m).
On the basis of H, we simulate the cell dynamics

by the following Monte Carlo simulation [20]: The
time unit of this simulation is taken to be a single
Monte Carlo step (MCs). In this unit, L2 single
flips are attempted. The flip indicates the copy
trial of a Potts state from a randomly chosen site r
to its randomly chosen nearest or next nearest sites.
The flip is accepted with the Metropolis probability
min{1, exp[−β(Hc −H)]} with the Hamiltonian of
the copied state, Hc. After this procedure in MCs,
pm is updated once by Eq. (4) and Rm is set to
the center of domain mass, respectively.

3 Simulations
At the beginning of this section, we explain the

system used in the simulation. We impose the peri-
odic boundary condition for simplicity on the anal-
ysis of the cell motion. For avoiding a finite size
effect of a boundary condition, we employ a suffi-
ciently large system with L = 192. For the purpose
of checking the effect of the leader cells, we compare
two cases. The first system consists of 32 follow-
ers and 32 leaders and the second system consists
of 56 followers and 8 leaders. For convenience, we
call the former the dense leader case and call the
latter, the sparse leader case. The latter case cor-
responds to the expected situation for the rotation
in the introduction.
Next, we move onto the explanation of the model

parameters. We consider the parameters β = 0.5,
κ = 10, τ = 10 to realize the cell motion by the
flexible deformations of cell shapes. For realizing
the collective motion of cells, the aggregation of
all the cells are necessary [1]. For this, we set the
surface tensions between cells less than twice the
cell-empty interface tensions. Concretely, we im-
pose γ2

C = γH = 4.0 and γ1
E = γ2

E = 6.0. For
this, we set γ1

C = 9.0 larger than 2γH . We also
assume the leader cells aggregate without follower
cells, and therefore impose γ1

C less than 2γ1
E . For

the propulsion, we employ a sufficiently large value
of γp, 1.0. By this choice, we can easily observe
the motions of leader cells in cell aggregations and
satisfy a necessary condition for the leader to drag
the follower cell rotations.
In these settings, we simulate the collective mo-

tion of cells. Hereafter, we explain the simulation
and the observations of the collective motion. From
Eq. 4, the collective motion is expected to reflect in
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(b)(a)

Fig. 1: Snapshots of cell configurations for (a)
the dense leader case and (b) the sparse leader
case. Violet colored domains are leader cells.
Yellow or orange colored domains are follower
cells. Red arrows in leader domains represent
the direction of adhesion polarity.

the configuration of leaders’ polarities. Therefore,
to confirm the type of collective cell motion, we
sample cell polarities in the steady states. In this
case, the initial state consists of an 8-by-8 array
of cells. Each cell has the 8-sites × 8-sites square
shape and they are separated from the neighboring
cells by an interval. The leader cells are aligned at
4-by-8 for the dense leader case and 1-by-8 for the
sparse leader cells. In this case, the leader cells are
separated from the follower cells. To obtain the
steady states from this initial state, we simulate
the relaxation of the state during 2 × 104 MCs.
After the relaxation, we sample steady states. The
steady states do not depend on the initial states.
In fact, the leader and follower cells mix as shown
in Fig. 1 and therefore relax their surface tension
from the initially-separated states. Here, the pan-
els (a) and (b) show the aggregated state of cells
for the dense and sparse leader cases, respectively.
For the dense leader case, the leader configura-

tion takes a checkerboard pattern of leader cells
[28, 29]. This pattern reflects the suspension con-
dition of leader cells in the aggregation: The sur-
face tensions satisfy 2γH < γ1

C and inhibits the
contacts between the leader cells. Owing to this
pattern, the leader cells are relatively restricted to
each other in their relative positions. This restric-
tion effectively realizes a similar situation of a uni-
form system consisting of leaders and reflects in
the unidirectional polarity order of leader cells. As
a result, the cell aggregation behaves as a moving
droplet with motility persistence.
In contrast to the dense leader case, the leader

cells in the sparse leader case randomly disperse in
the aggregation of cells. The random dispersion re-
sults from the absence of the positional restriction
and thereby the disorder of the leader polarities.
However, the polarities in the snapshot seemingly
rather align in similar directions in contrast to the
rotation in the contact following [6]. Therefore, if
the collective rotation appears, the rotation may
not steadily but statistically occur in a long time

-40
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Fig. 2: Trajectories of a leader cell and a fol-
lower cell for (a) the dense leader case and (b)
the sparse leader case. Black line represents the
trajectory of a leader cell. Red line represents
the trajectory of a follower cell. The origin of
trajectories is taken at the position of the fol-
lower after the relaxation.

even if it occurs. For the careful examination of
the rotation, the cell rotation should be confirmed
not indirectly by the snapshot but directly by the
trajectories of cells.
To directly confirm the cell rotation from the

cell trajectories, we calculate the trajectories of the
leader and follower cells. For the comparison with
the dense leader case with the polar order, we show
the trajectories in Fig. 2(a) for the dense leader
case and in Fig. 2(b) in the sparse leader case. For
the dense leader case, the trajectories of the leader
and follower cells are almost the same and there-
fore, suggest the collective cell motion in the same
direction. In contrast to this, the rotational motion
of the cells appears in the sparse leader case as pre-
viously expected. Thus, we confirm the collective
cell rotations as a leader effect.
To speculate the driving mechanism of this rota-

tion, we focus on the leader motion in this rotation.
Leader cells mainly stay in the boundary of aggre-
gation and move along it in our observation. In
fact, reflecting this motion, the leaders take their
rotation radius equal to the radius of the aggrega-
tions, which is (NA/π)1/2 ∼ 4.5A1/2 as shown in
Fig. 2(b). From this observation, we can speculate
that the leaders drive the boundary of the aggrega-
tion in the rotation direction by dragging follower
cells because the leader cells cannot move in the
normal direction of the boundary.
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4 Summary and Remarks
In conclusion, we confirm the collective cell ro-

tation guided by leader cells. From our simula-
tion, the number of leader cells is necessary to be
small for stabilizing the rotation. This is because
the dense leader cells stabilize the polar order and
thereby inhibit the rotation [19].
This collective cell rotation has two prominent

properties. One prominent property is the per-
sistence of the collective cell rotation. Namely,
the direction of the rotation does not change in
a long time. The mechanism of this persistence
may originate from the persistence of leaders’ po-
larities. However, as shown in Fig. 1(b), the di-
rection of leaders’ polarities are not always aligned
in the same direction consistent with the rotation.
Namely, the persistence of polarities apparently
does not contribute to the persistence of the rota-
tion. Therefore, another origin of the persistence of
rotation is expected. One possibility of this align-
ment is the long-range coupling of leaders’ polari-
ties through the motion of follower cells as shown
by Kabla for the collective migration [19]. This
coupling may statistically stabilize a slight net po-
larity consistent with the rotation.
The other prominent property is the fact that

the velocities of leader cells are two times faster
than those of follower cells as shown in the num-
ber of trajectory circles in Fig. 2(b). This prop-
erty may be useful as a sufficient marker of the
leader-guiding. Namely, the leader mechanism can
be explored by the experimental observation of the
cell trajectories in the collective cell rotation in the
future. When our setting is realized, the distri-
bution of cell velocity or displacement is predicted
to become bimodal because of the difference be-
tween the leader and follower cells in their veloc-
ities. Such a bimodal distribution has never been
reported in experiments of Dictyostelium discoidem
at least. Therefore, this absence of the report at
least in Dictyostelium discoidem implies another
still-uncovered solution where the leader and fol-
lower have the same velocity.
For the universality of these properties on the

propulsion, we additionally give a remark. In the
present work, we assume the heterophilic cell-cell
adhesion as a propulsion source of leader cells. We
expect that these properties do not depend on the
origin of the motility and depend only on the per-
sistence of motility’s polarity. This is necessary for
rotations of leaders to avoid simple random walks.
If the polarity has persistence, this leader mech-
anism is applicable to the cases of propulsion by
either chemotaxis or molecular chirality.

5 Acknowledgement
We thank the support on the research resource

by M. Kikuchi and H. Yoshino. This work is
supported by JSPS KAKENHI (Grant Number
19K03770, 18K13516, 17H06386) and by AMED
(Grant Number JP19gm1210007).

References
[1] P. Friedl and D. Gilmour, Nature Rev. Mol.

Cell Bio. 10, 445 (2009)
[2] G. E. Holloway et al., Dev. Cell 12, 207 (2007).
[3] J. T. Bonner, The Social Amoebae: The Bi-

ology of Cellular Slime Molds (Princeton Uni-
versity Press, 2008).

[4] Here, the word “spontaneous” means the ex-
clusion of the rotations due to the artificial
confinement.

[5] A. Nicol et al., J. Cell Sci. 112, 3923 (1999).
[6] W.-J. Rappel et al., Phys. Rev. Lett. 83, 1247

(1999).
[7] T. Umeda and K. Inouye, J. theor. Biol. 219,

301 (2002).
[8] A. Tamada and M. Igarashi, Nat. Comm. 8,

2194 (2017).
[9] H. Takagi, M. J. Sato, T. Yanagida, and M.

Ueda: PLOS One3(2008)e2648.
[10] L. Li, E. C. Cox, and H. Flyvbjerg: Phys.

Biol.8(2011) 046006.
[11] C. A. Weber et al., Phys. Rev. Lett.110(2013)

208001.
[12] T. Hanke, C. A. Weber, and E. Frey, Phys.

Rev. E 88, 052309 (2013).
[13] T. Hiraoka, T. Shimada, and N. Ito, Phys.

Rev. E 94, 062612 (2016).
[14] K. Matsushita, K. Horibe, N. Kamamoto,

K. Fujimoto, J. Phys. Soc. Jpn. 88, 103801
(2019).

[15] K. Matsushita, K. Horibe, N. Kamamoto, S.
Yabunaka, and K. Fujimoto, Proc. Sympo.
Simul. Traffic Flow 25, 21 (2019).

[16] M. Akiyama et al., Develop. Growth Differ.
59, 471 (2017).

[17] M. Hayakawa et al. eLife 9, e53609 (2020).
[18] T. Vicsek et al, Phys. Rev. Lett. 75, 1226

(1995).
[19] A. J. Kabla, J. R. Soc. Interface 9, 3268

(2012).
[20] F. Graner and J. A. Glazier, Phys. Rev. Lett.

69, 2013 (1992).
[21] K. Matsuashita, Phys. Rev. E 101, 052410

(2020).
[22] J. C. Coates & A. J. Wood. J. Cell Sci. 114,

4349 (2001).
[23] H. Sesaki & C. H. Siu, Dev. Biol. 177, 504

(1996).
[24] K. Matsushita, Phys. Rev. E 95, 032415

(2017).
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1次元交通流におけるエントロピーの定式化と相互情報量を
利用したメタ安定状態の検知
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概要

エントロピーはニュートン粒子の状態をマクロ・ミクロ両面から表現できる状態量である。しか
し、ニュートンの法則を満たさない自己駆動粒子について、エントロピーを定義した研究は少な
い。本研究では、1次元交通流のエントロピーとその一部である相互情報量を情報理論の観点か
ら再定義した。新しく定義されたエントロピーの実用性を示すため、高速道路を追従走行する 3

台の車両の GPSデータを用いて、エントロピーの数値計算を行い、相互情報量がメタ安定状態
の予想に利用できることを示した。

Formularization of entropy and detection of metastable states

using mutual information in one-dimensional traffic flow

Ayako Miura 1, Akiyasu Tomoeda 2, Katsuhiro Nishinari 3

1 Data Strategy Inc.
2 Department of Mathematical Engineering, Faculty of Engineering, Musashino University

3 Research Center for Advanced Science and Technology, The University of Tokyo

Abstract

Entropy is a useful property that can express both macro and micro states of Newtonian par-

ticles. However, in previous research studies, researchers did not fully determine how entropy

can be defined for self-driven particles that do not satisfy Newton’s laws. In this study, we re-

define the entropy and mutual information in one-dimensional traffic flow from the information

theoretical perspective. Moreover, we used the mutual information to detect a metastable state

by calculating GPS data from three following vehicles on a real expressway to demonstrate the

practical application of the formularized mutual information.

1 Introduction

Entropy is defined both from a macro perspec-

tive, such as thermodynamics and fluid dynamics,

and a micro perspective, such as statistical me-

chanics and information theory. Therefore, en-

tropy is a useful property that can express both

the macro and micro states of Newtonian parti-

cles. However, the self-driven particles do not sat-

isfy Newton’s first and third laws of motion. In

contrast to the usefulness of entropy to define both

the macro and micro states of Newtonian parti-

cles, researchers are yet to fully determine how en-

tropy can be defined for the non-Newtonian self-

driven particles. For instance, Kerner & Konhauser

[1] and Reiss et al. [2] performed thermodynamic

studies of vehicles that are typical examples of self-
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Fig.1: The schematic diagram of the relation
between X, P (X = Xi), Di, L, and vehicles

driven particles [3]. Kerner & Konhauser defined

the traffic temperature and pressure in terms of

the correspondence between their hydrodynamic

models and the Navier–Stokes equation. In addi-

tion, Reiss et al. [2] performed further study on

one-dimensional traffic flow using thermodynamics

to define traffic temperature and pressure. They

mentioned entropy but considered that it was not

an appropriate property to represent the uncer-

tainty in traffic flows. Therefore, explaining the

entropy of vehicular traffic, which is described both

by macro- and micro-scale models [3], is a notable

challenge.

In this study, we begin with Iwasaki and

Sadakata’s definition of entropy [4].

S(X) = −
n∑

i=1

P (X = Xi) log2 P (X = Xi), (1)

where n is the number of vehicles, X is a discrete

random variable, Xi is the i-th possible value of

X, and P (X = Xi) is a probability distribution

function. Note that Xi corresponds to the situa-

tion when the headway of the i-th vehicle becomes

Di and P (X = Xi) = Di

L , where L is the length

of the road. The schematic of the relation between

X, P (X = Xi), Di, L, and vehicles is shown in

Fig. 1. The definition in Eq. (1) is analogous to

the formula of entropy commonly used in informa-

tion theory with the assumption that the headway

between the vehicles is a mutually isolated, inde-

pendent event. Entropy formularized as S(X) rep-

resents the variation in the locations of the vehi-

cles. S(X) is maximum when the headway con-

sists of equally spaced intervals and the vehicles

are widely scattered on the road, while S(X) is

minimum when all the vehicles form a single clus-

ter with the minimum intervals. However, they

did not examine the velocity variation of vehicles

in traffic flow. In this study, we advance the pre-

vious research, which focused on traffic flow from

information theory, by defining the new entropy in

traffic flow.

2 A New Formulation of En-

tropy in 1D Traffic Flow

We discretize a random variable Y for the veloc-

ity, and we assume the possible values of Y into

three values Y1, Y2, and Y3 corresponding to situ-

ations when the velocity is 0, between 0 and max-

imum, and maximum, respectively. Although it is

possible to discretize Y in further detail because

measured data show that the velocity changes con-

tinuously, we categorized Y into three values for

the sake of simplicity.

For a fixed length of the road, the joint distri-

bution P (X = Xi, Y = Yj) can be formularized

between the random variables X and Y as listed

in Tables 1 and 2. (Xi, Y1) occurred when the

headway of i-th vehicle was Di and the velocity

of vehicle i was 0. This situation reflected that the

headway of the vehicle was Dv + Ds in terms of

the length of the vehicle Dv and the inter-vehicle

gap Ds as the vehicle came to rest. (Xi, Y2) oc-

curred when the headway of i-th vehicle wasDi and

the velocity of vehicle i was between 0 and max-

imum. It indicated that the headway was longer

than Dv + Ds but shorter than Dv + Ds + Da,

where Da represents the threshold value of the

inter-vehicle gap to distinguish the maximum ve-

locity from any lower velocity. (Xi, Y3) occurred

when the headway of the i-th vehicle was Di and

the velocity of vehicle i was at maximum; this sig-

nified that the headway was longer than or equal to

Dv+Ds+Da. A schematic of the relation between

Yj , P (Xi, Yj), Dv, Ds, Da, Di, L, and vehicles is

shown in Fig. 2.

P (Xi, Yj) can be classified based on the magni-

tude correlation between Di and Dv + Ds + Da,

and these are listed in Tables 1 and 2. Further-

more, when Dv < Di ≤ Dv +Ds, P (Xi, Yj) is the
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Fig.2: A schematic diagram of the relation between Yj , P (Xi, Yj), Dv, Ds, Da, Di, L, and vehicles.

marginal distribution of Xi. This formulation is

dependent on the assumption that vehicles have a

relation between the headway and velocity.

Subsequently, we can formularize entropy in a

system of n vehicles. The entropy S(X) represent-

ing the location variation is given by Eq. (1), and

the entropy S(Y ) is defined by

S(Y ) = −
3∑

j=1

P (Y = Yj) log2 P (Y = Yj), (2)

where Y denotes the discrete random variable, Yj

is the j-th possible value of Y , and P (Y = Yj) is a

probability distribution function, as defined in Ta-

bles 1 and 2. S(Y ) represents the velocity variation

of all the vehicles. We assume that the velocities

of the individual vehicles are mutually isolated be-

cause each vehicle is a self-driven particle. The

entropy S(X,Y ) considering the location and ve-

locity variations is defined as

S(X,Y ) =

−
n∑

i=1

3∑
j=1

P (X=Xi, Y =Yj) log2 P (X=Xi, Y =Yj),

where P (X = Xi, Y = Yj) is a joint distribution

function, as defined in Tables 1 and 2. In accor-

dance with the formalism of information theory,
0
L log2

0
L = 0. S(X), S(Y ), and S(X,Y ) were cal-

culated when the length of the road L was constant.

The three types of entropy described above can be

used to derive the mutual information I(X;Y );

I(X;Y ) = S(X) + S(Y )− S(X,Y ). (3)

3 Detection of Metastable

States Using I(X;Y )

We use the GPS data obtained when three vehi-

cles were platooning on a real expressway in order
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Fig.3: Time evolution of the average velocity
values for three vehicles and average headway
values between the three vehicles.

to verify the characteristics of mutual information.

The velocity and headway are calculated from the

GPS data. Their average values for the three ve-

hicles are shown in Fig. 3. After 200 s, there is a

period during which the average velocity increased;

although the average headway values were high in

the early half of this period (200 to 400 s), they

were small in the latter half (400 to 600 s).

We obtained the real data of the following three

vehicles in open system. To calculate each entropy

defined for a system with periodic boundaries, we

assume that the front vehicle varied the speed and

the succeeding two vehicles increased or reduced

their speed owing to the front vehicle in the cir-

cuit L = 300 [m]. The circuit length L is set such

that it does not exceed the sum of the headways of

the succeeding two vehicles. I(X;Y ), as shown in

Fig. 4, increases when the average velocity is low

and headway values are small in congested flow

but decreases when the congestion starts to clear.

I(X;Y ) obtains different values at 200 to 400 s

and 400 to 600 s because I(X;Y ) varies between

a state of high velocity and long headway and in a

state of high velocity but short headway. In other

words, the mutual information I(X;Y ) enables the
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Table 1: P (Xi, Yj) when Dv +Ds < Di < Dv +Ds +Da.

P (Xi, Yj) X1 · · · Xi · · · Xn P (Yj)

Y1
Dv+Ds

L · · · Dv+Ds

L · · · Dv+Ds

L
n(Dv+Ds)

L

Y2
D1−(Dv+Ds)

L · · · Di−(Dv+Ds)
L · · · Dn−(Dv+Ds)

L

∑n
i=1

Di−(Dv+Ds)
L

Y3 0 · · · 0 · · · 0 0

P (Xi)
D1

L · · · Di

L · · · Dn

L 1

Table 2: P (Xi, Yj) when Di ≥ Dv +Ds +Da.

P (Xi, Yj) X1 · · · Xi · · · Xn P (Yj)

Y1
Dv+Ds

L · · · Dv+Ds

L · · · Dv+Ds

L
n(Dv+Ds)

L

Y2
Da

L · · · Da

L · · · Da

L
nDa

L

Y3
D1−(Dv+Ds+Da)

L · · · Di−(Dv+Ds+Da)
L · · · Dn−(Dv+Ds+Da)

L

∑n
i=1

Di−(Dv+Ds+Da)
L

P (Xi)
D1

L · · · Di

L · · · Dn

L 1
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Fig.4: Time evolution of I(X;Y ) of three vehi-
cles (calculated with Dv = 5 [m], Ds = 3 [m],
Da = 10 [m]).

detection of a metastable state of high velocity but

short headway. The advantages of using I(X;Y) for

metastable state detection is that using one param-

eter for the detection is easier than two parameters,

considering the computation of autonomous vehi-

cles.

4 Conclusion

We modified the formularization of entropy in

one-dimensional traffic flow from a micro view-

point. This was proposed in previous research [4]

that formularized entropy focusing on headway be-

tween vehicles. We redefined entropy focusing on

the velocity variation of vehicles to formularize en-

tropy and mutual information. Moreover, when

we calculated I(X;Y ) using experimental data ob-

tained from three vehicles on a real expressway,

we found that although the average velocity of

the three vehicles was high, I(X;Y ) varied with

the average headway between the three vehicles.

The detection of a metastable state is an appli-

cation of I(X;Y ) in this study, but it also has

a practical application for traffic management as

the detection of these metastable states can be a

sign of imminent congestion. For further details

of this study, please refer to our published article

https://doi.org/10.1016/j.physa.2020.125152.
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Abstract

Recently, heterogeneous pedestrian flow has been studied vigorously. This paper is also aimed

to get deeper understanding on heterogeneous pedestrian flow with simulations, especially the

flow composed of agents, who are divided into three groups by their walking speed, on two

lanes. Our simulations suggest that slow walkers should use only one lane under the condition

of low density to increase flow. This result could contribute to managing pedestrian flow of

low density in light of the recent pandemic. Besides, when the density increases, fast walkers

should also keep walking the other lane without lane-changing or overtaking to increase flow.

This knowledge could be applied to dynamic pedestrian guidance in facilities.

1

Al-Azzawi Raeside[1]

0.5 [m/s] 2.0 [m/s]

Cao [2]
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[3]

Fu [4]

Yuen [5]

Social Force

2

1

L = 15 [m]

Δt = 1 [step] = 0.5 [s]

1:

2.1

“Fast” “Normal” “Slow”

1 : 1 : 1

i i

t t [step]

vmax(i)

U(a, b) a

b Fast

vmax(i)
iid∼ U(2.0, 2.2) [m/s] Normal

vmax(i)
iid∼ U(1.4, 1.6) [m/s] Slow

vmax(i)
iid∼ U(0.8, 1.0)

[m/s]

vin(i, t)

vin(i, t)

vin(i, t) = min[vmax(i), (h(i, t) − s)/Δt]

h(i, t) s

s = 0.5 [m] vin(i, t)

vmax(i)Δt

vmax(i) h(i, t)

Cao [2]

v(i, t) v(i, t)

v(i, t) = (1− ε(i, t))vin(i, t)

ε(i, t)

ε(i, t)
iid∼ U(0, 0.2)

v(i, t)

Fast 1.6, 2.2 [m/s] Normal

1.12, 1.6 [m/s] Slow 0.64, 1.0

[m/s]

2:

2.2

1

Rickert
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3: /

[6]

vin(i, t) < vmax(i)

s

Fast Normal

2

2.3

Slow

Slow

Rc Rc

1−Rc Slow

Rc = 0.5, 0.75, 1.0

Fast 1−Rc

Normal 0.5

Rc = 0.5, 0.75, 1.0

3 60

3 140 [step]= 70

[s] 100

h(i, t)

20 [step]= 10 [s]

50 [step]= 25 [s]

±5%

3

3

Slow

3

[7]

Rc
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4:

4

Rc = 0.5 0.75

Rickert [6]

Rc = 0.5 Rc = 1.0

Rc

ρ =

1.1 [/m]

ρ = 1.0 [/m]

4

50 ∼ 75%

5
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ASEPに対応する可積分系の数理構造

石黒裕樹 1, 佐藤純 2, 西成活裕 3

1 東京大学大学院 工学系研究科 航空宇宙工学専攻
2 お茶の水大学 ソフトマター教育研究センター
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概要

非対称単純排他過程 (ASEP)は，非平衡輸送現象を記述する１次元確率過程模型であり，可解
性といった豊かな数理構造をもつ．ASEPは別の可積分系との対応関係が知られている．可積
分な偏微分方程式である Burgers方程式を ASEPから導出する事ができる．また，可積分場
の理論である微分型非線形シュレディンガー方程式 (DNLS)との対応も示唆されている．本研
究では，これらの可積分系間の対応関係を調べ，DNLSから Burgers方程式が導出される事を
示した．

Relationship among integrable systems related to the
asymmetric simple exclusion process

Yuki Ishiguro1, Jun Sato2, Katsuhiro Nishinari3

1 Department of Aeronautics and Astronautics, School of Engineering, The University of Tokyo.
2 Research and Education Center for Soft matter, Ochanomizu University.

3 Research Center for Advanced Science and Technology, The University of Tokyo.

Abstract

The asymmetric simple exclusion process (ASEP) is a one-dimensional stochastic model,
which describes nonequilibrium transport phenomena and has rich mathmatical properties,
such as solvability. The ASEP is related to two integrable systems: the Burgers equation,
which is a classical integrable equation, and the derivative nonlinear Schrödinger equation
(DNLS), which is also an integrable field equation. In this paper, we investigate these
relations and present a derivation of the Burgers equation from the DNLS.

1 はじめに
非対称単純排他過程（Asymmetric simple exclusion process: ASEP）は，排除体積効果をもつ粒子が， 

1次元格子上を左右非対称なレートで拡散していく確率過程模型である [1]．ASEPは単純な模型でありな
がら，様々な物理現象をよく再現し，同時に豊かな数理構造を持つため，非平衡輸送現象を記述する基本
的な数理モデルとして盛んに研究されている．ASEPでは，境界における粒子の流出入レートに対して，
流れの相転移（自由相/渋滞相/最大流量相）が起こる．この相転移が，高速道路の渋滞をよく再現するこ
となどから，交通流を記述する数理モデルとして活用されている [2]．他にも，生体内の輸送現象や界面成
長のダイナミクス等，多様な物理現象へ応用されている．ASEPは，多彩な非平衡現象を再現することに
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加えて，可解であるという著しい性質を持つ．行列積の方法やベーテ仮設法によって，定常状態やダイナ
ミクスの厳密な解析が可能である事が知られている [3, 4]．
本研究では，ASEPと関連する可積分系の対応関係を考察する．ASEPから可積分な偏微分方程式で

ある Burgers 方程式が導出される事が知られている [5]．一方で，可積分場の理論である微分型非線形
Schrödinger方程式 (Derivative nonlinear Schrödinger equation: DNLS)との対応も示唆されている [6]．
しかし，DNLSと Burgers方程式との対応関係は未解明であった．本論文では，Burgers方程式が DNLS
から直接導出可能であることを示す [7]．また，DNLSを経由した導出法では，自然に ASEPの有限粒子
補正項を含む事も併せて紹介する．

2 ASEP
ASEPは，粒子が左右非対称なレートでホッピングする，１次元格子模型である．ASEPの模式図を図

1に示す．各粒子は微小時間 dt間に，右（左）へ確率 pdt(qdt)で移動する．また，各粒子は排除体積効果を
持ち，ホッピング先に既に粒子がいる場合には，ホッピングは起こらない．以下では，周期的境界条件を考
え，サイト数は Lとする．j番目のサイトの状態 |nj〉は，粒子がいない（いる）場合を |0〉(|1〉)として， 2

次元ベクトルで表される．ある時刻 tにおける系の状態ベクトルは，正規直交基底を |n〉 = |n1, n2, · · · , nL〉
として，

|ψ(t)〉 =
∑
n

ψ(n, t)|n〉 (1)

と書ける．ここで ψ(n, t)は，時刻 tに粒子配置が n = (n1, n2, · · · , nL)となる確率を表す．ASEPの時間
発展は，以下のマスター方程式（虚時間形式の Schrödinger方程式）

d

dt
|ψ(t)〉 = −ĤASEP|ψ(t)〉 (2)

によって記述される．ハミルトニアン ĤASEP は，

ĤASEP =
L∑

j=1

[−pŝ+j ŝ−j+1 − qŝ−j ŝ
+
j+1 + pn̂j(1− n̂j+1) + q(1− n̂j)n̂j+1

]
(3)

と表される．ただし，昇降演算子 ŝ±j ,及び数演算子 n̂j は，パウリ行列 σ̂x,y,z
j を用いて ŝ±j = 1

2 (σ̂
x
j ± iσ̂y

j )，
n̂j = 1

2 (1 − σ̂z
j )と定義される演算子である．射影状態 〈s| = 〈0|exp

(∑L
j=1 ŝ

+
j

)
=

∑
n〈n|を導入すると，

任意の物理量 Âの期待値は 〈Â〉 = 〈s|Â|ψ(t)〉と書ける．以上のことから，粒子密度の時間発展方程式
d

dt
〈n̂i〉 = p〈n̂i−1〉+ q〈n̂i+1〉 − (p+ q)〈n̂i〉+ (p− q)〈n̂i(n̂i+1 − n̂i−1)〉 (4)

を導出できる．

図 1: ASEPの模式図
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3 ASEPとBurgers方程式の対応
本研究で提案する DNLSを経由した Burgers方程式の導出との比較の為，ここでは従来の導出法につ

いて簡単にレビューする [5]．前節で導出した，粒子密度の時間発展方程式 (4)に対し，平均場近似を行
い，連続極限をとると Burgers方程式が導出される．初めに，式 (4)の右辺第 3項 〈n̂i(n̂i+1 − n̂i−1)〉を
〈n̂i〉〈n̂i+1 − n̂i−1〉に置き換え，粒子間の相関を無視する近似を行う．

d

dt
〈n̂i〉 = p〈n̂i−1〉+ q〈n̂i+1〉 − (p+ q)〈n̂i〉+ (p− q)〈n̂i〉〈n̂i+1 − n̂i−1〉. (5)

次に，連続極限 〈n̂j〉 → ρ(xj , t) を考え，時間を at→ tとリスケールすると，Burgers方程式

∂tρ = aD∂2
xρ− 2αρ+ 4αρ∂xρ (6)

が導出される．

4 DNLSとBurgers方程式の対応
本節では，微分型非線形 Schrödinger方程式（DNLS）から Burgers方程式が直接導出される事を示す．

DNLS型のハミルトニアン

−ĤDNLS = a2D

∫
dxψ̂†∂2

xψ̂ − 2aα

∫
dxψ̂†∂xψ̂ − 2a2α

∫
dxψ̂†(∂xψ̂†)ψ̂ψ̂ (7)

に従って時間発展する系を考える．ここで，ψ̂, ψ̂†は場の演算子であり，交換関係 [ψ̂(x), ψ̂(y)] = [ψ̂†(x), ψ̂†(y)] =
0, [ψ̂(x), ψ̂†(y)] = δ(x− y)を満たす．3節と同様に，境界条件は周期的境界条件とする．DNLSは，可積分
系であり，また ASEPとの対応関係が示唆されている [6, 8]．特に，ĤDNLS内のパラメータ aを a = 1/L

とした時，サイト数 Lの ASEPと対応づけられる．運動方程式は

∂tψ̂(x, t) = a2D∂2
xψ̂(x, t)− 2aα∂xψ̂(x, t) + 4a2αψ̂†(x, t)ψ̂(x, t)∂xψ̂(x, t) (8)

と書ける．以下で，運動方程式 (8)から，Burgers方程式が導出される事を示す．
N 粒子状態の正規直交規定 |x1, · · · , xN 〉 = 1√

N !
ψ̂†(x1) · · · ψ̂†(xN )|0〉を導入し，状態ベクトルを

|f〉 = a
N
2

∫
dx1 · · · dxNf(x1, · · · , xN )|x1 · · ·xN 〉 (9)

と表す．f(x1, · · · , xN )は，N 粒子分布関数である．任意の時刻 tでの状態ベクトルは |f, t〉 = e−ĤDNLSt|f〉
と書ける．2節と同様に，射影状態 |s〉 = eX̂ |0〉, X̂ =

∫
dxa−

1
2 ψ̂†(x)を導入すると，任意の物理量 Âの

期待値は 〈Â〉 = 〈s|Â|f, t〉と表される．また，次の関係式

ψ̂(x)|s〉 = a−
1
2 |s〉 (10)

が成立する．すなわち，射影状態 〈s|は消滅演算子 ψ̂の固有値 a−
1
2 の固有ベクトルになっている．

以上をふまえて，式 (8)を変形する．粒子密度分布関数 ρ(x, t) = 〈s|ρ̂(x)|f, t〉 = a−
1
2 〈s|ψ̂(x)|f, t〉を導

入し，式 (8)に左から射影状態 〈s|，右から状態ベクトル |f, t〉を作用させると，

a
1
2 ∂tρ(x, t) = a

5
2D∂2

xρ(x, t)− 2a
3
2α∂xρ(x, t) + 4a

3
2α〈s|ψ̂(x)∂xψ̂(x)|f, t〉 (11)

となる．次に，N 粒子分布関数を 1粒子分布関数の積で

f(x1, · · · , xN , t) ∼
N∏
j=1

f(xj , t) (12)

- 53 -



と近似する．すると，式 (11)の右辺第 3項は

〈s|ψ̂(x)∂xψ̂(x)|f, t〉 ∼ ∂x

[(
N

2

)
f(x, t)2

]
=

N − 1

N
ρ(x, t)∂xρ(x, t) (13)

となる．時間を at→ tとリスケールすると，式 (11)から，Burgers方程式

∂tρ = aD∂2
xρ− 2α∂xρ+ 4α

N − 1

N
ρ∂xρ (14)

が導出される．
3節において ASEPから導出した Burgers方程式 (6)と，DNLSから導出した Burgers方程式（14）を

比較してみると，右辺第 3項の係数に違いがある事が確認される．DNLSから導出した Burgers方程式
（14）の右辺第 3項には，(N − 1)/N という係数があるが，これは ASEPの有限粒子補正項という意味を
持つ．2節で紹介した方法では，熱力学的極限を考えている為，粒子数 N が無限である事が前提となっ
ている．実際，DNLSから導出した式 (14)に対して，粒子数無限大の極限をとる事で，式 (6)が導出され
る．式 (14)の右辺第 3項の係数 (N − 1)/N が有限粒子補正項と対応する事の詳細の議論は,[7]を参照頂
きたい．

5 まとめ
本研究では，ASEPと関連する可積分系間の数理構造を調べた．初めに，ASEPの定式化を行い，平均場

近似，及び連続極限をとる事で，可積分偏微分方程式である Burgers方程式が導出されることをレビュー
した．次に，可積分場の理論であるDNLSを導入し，運動方程式から Burgers方程式が導出される事を示
した．また，DNLSから導出された Burgers方程式を ASEPから導出されたものと比較し，DNLSから
導出されたものは ASEPの有限粒子補正項が含まれる事を紹介した．本研究によって，可積分確率模型
（ASEP）・量子可積分系（DNLS）・古典可積分方程式（Burgers方程式）という３つの可積分系間の対応
関係が明確になった．今後，これらの数理構造を用いることで，可積分系の量子古典対応等の理解の進展
に貢献できる事を期待している．
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樟脳型自己駆動粒子モデル
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概要

水に浮かべた樟脳粒は、直線的な運動を引き起こすため、自己駆動粒子として考えられる。こ
の特徴的な運動を動的フロアフィールドモデルを用いてモデル化を行った。動的フロアフィー
ルドモデルを用いると、樟脳粒の存在していた位置から回避する移動ルールを構成することが
できる。このモデルの数値計算では、直進性を再現することができた。さらに、本モデルを解
析的に計算すると、樟脳強度分布を求めることができ、この直進性のメカニズムも理解できた。

A model of camphor-type self-driven particle

Chikoo Oosawa1

1 Department of Physics and Information Engineering, Graduate School of Information Engineering,

Kyushu Institute of Technology

Abstract

Camphor particle floating on water is recognized as self-driven particle. A wide variety of

motions of camphor particles has been modeled by partial differential equations. Here the

author proposes dynamic floor filed model to deal with one of the motions, especially straight

motion. With using the dynamic floor field model, self-avoding rule can be formulated,

leading to a model for the motion. Numerical results from the model can reproduce a

typical behavior of camphor particle. In addition, analytical results show that mechanism

of the motion is sensitive to difference of camphor intensity before and after particle.

1 はじめに

樟脳粒を水面に浮かべると、自己駆動粒子として
振る舞うことが知られている [1–5]。樟脳分子は、樟
脳粒から溶解し水の表面へ拡散するが、この樟脳の
濃度が高い方が表面張力が低くなり、結果的に、樟
脳粒は表面張力の大きい方へ、つまり樟脳濃度が低
い方向へ移動する。このような自己駆動粒子は、(偏)

微分方程式によりモデル化されてきた [1–5]。本報
告では、人や動物などの自己駆動粒子間の追従現象
を再現するために局所的引力相互作用として用いら
れている動的フロアフィールド (DFF)モデル [6]を
樟脳粒の駆動力として用いたセルオートマトンモデ

ルを構築した。

2 樟脳粒の移動モデル
本モデルにおける時間と空間は離散化されている

(図 1)。ここでは簡単のため空間は 1次元に限定、さ
らに樟脳粒も 1つのみの場合のみを考える。

図 1: ●は樟脳粒を示す。粒の移動確率は式 (1),式
(2)から求まる。

- 55 -



DFF モデルを用いて樟脳粒からの樟脳の溶解、拡
散、消化をモデル化した (図 2,3)。DFFモデル [6]

における粒子からの足跡 (fp)を樟脳粒から溶解する
樟脳強度と捉える。さらに、時間ステップ t毎に樟脳
粒から一定強度 fp(> 0.0)で溶解する (図 2)。DFF

モデルの fp と同様に、樟脳分子も x軸の正負方向
に等方的に拡散速度 α(0 ≤ α ≤ 1

2 )で拡散するとと
もに、空中へ昇華 (分解)することで、マス目から速
度 δ(0 ≤ δ ≤ 1)で減衰する (図 3)。

図 2: 樟脳の溶解:●は樟脳粒を示す。マス目中の
0.0は、初期樟脳強度である。

図 3: 拡散、昇華後の樟脳強度 I 分布

このように形成された樟脳強度 I 分布に依存して、
樟脳粒は時間ステップ t毎に粒の正または、負の方
向にそれぞれ、確率 P (x+ 1),P (x− 1)で移動する
(図 1)。具体的には、[6]にあるように、フェルミルー
ル (ソフトマックス関数)を用いて、

P (x + 1) =
exp(kDI(x + 1))

exp(kDI(x + 1)) + exp(kDI(x− 1))
(1)

P (x− 1) =
exp(kDI(x− 1))

exp(kDI(x + 1)) + exp(kDI(x− 1))
(2)

である。ここで、I(x+ 1), I(x− 1)は、それぞれ樟
脳粒の正側、負側の樟脳強度を示す。kDは樟脳粒の
樟脳強度に対する選好度合いを示し、kD < 0では、
確率的に高強度を回避し、より低強度の方向に移動
しやすくなる。このように DFFを用いた樟脳粒の
自己駆動粒子モデルは、時間ステップ t毎に、樟脳
の溶解、拡散、昇華、樟脳粒の移動が含まれる反応
拡散散逸系である。

3 数値解
3.1 kD依存性
2節に示した手続き実行時には、Lステップ実行

するために、1次元 (2L + 3)個のマス目を用意し、

その中心を樟脳粒の初期位置 (x = 0)とした。さら
に、全てのマスの初期樟脳強度を 0.0とした。図 4

は、t = 103 まで計算し、その到達位置 xt を求め、
同様の計算を 103回繰り返し、到達位置 xtの頻度分
布 fを示している。計算条件をα=0.5,δ=0.1,fp=1.0

に固定し、kD は −20.0,−10.0,−5.0,−1.0, 0.0へ変
化させた場合を示している。kD = 0.0では樟脳強度
分布に依存しなくなり、ランダムウォーク (RW)と
なり、その分布は正規分布状になった。負の kD で
は xtの分布は、左右に広がり、より小さい負では、
樟脳粒は右往左往することが少なくなり、ほぼ一方
向に移動する頻度が上昇した。このように実験で観
察される樟脳粒で見られる現象 [2,4]が再現できた。
このような直進性のメカニズムを調べるために、3.2

節に示す条件で計算を行った。

図 4: 到達位置 xf の kD 依存性、赤:kD = 0.0、
灰:f ∝ exp(−x2

f )、緑:kD = −5.0、青:kD =
−10.0、黒:kD = −20.0である。

3.2 δ依存性

図 5: 到達位置 xf の δ 依存性、赤:δ = 0.9、
灰:f ∝ exp(−x2

f )、緑:δ = 0.5、青:δ = 0.3、
黒:δ = 0.1である。
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図 5は、α=0.5,kD=-20.0,fp=1.0に固定し、δを変
化させた場合の結果を示している。大きい δ = 0.9

では、昇華速度が大きく、RWに近くなることを示
している (図 6赤)。従って、図 4,図 5は、高強度か
らの回避により直進性を獲得していることを示して
いる。

4 解析解
4.1 式の導出
ここで、樟脳強度 Iの時刻 tと位置 xを、I(t, x)と
表記し、これをα, δ, fpの関数として表現する。t = 0
では、図 3に示したように、
I(0,−1) =

1

2
α(1− δ)fp (3)

I(0, 0) = (1− α)(1− δ)fp (4)

I(0, 1) =
1

2
α(1− δ)fp (5)

となる。ここでは、3節において示したように、ほ
ぼ一方向に移動した状況、つまり時間ステップ t毎
に右に 1マス毎移動したと仮定して、解析的に強度
分布 I(t, x)を求めた (A.1,A.2)。

4.2 樟脳強度分布
図 6は、t = 4における樟脳強度分布 I(4, x)を、

種々の α,δ で示した結果である。大きい δ(図 6赤)

では、粒前後の強度差が小さくなり、結果として、3

節で示したように、その振る舞いがRWに近くなる
と理解できる。また小さい δでは、進行方向より後
方の強度が高くなり、一方向へ移動する確率が上昇
することが理解できる。図 3や、式 (3)∼(5)に示す
ように、t = 0では、樟脳強度の空間的な対称性は保
たれているが 一旦、どちらか一方向に動き出すと、
強度分布が形成され (A.1,A.2)、特に小さい δでは、
進行方向を反転しづらくなることがわかる。

図 6: t = 4における解析解から得られた強度分布、
x = 4に樟脳粒がある。移動確率に用いられるのは、
x = 3と x = 5の強度 I である。黒:α = 0.0,δ =
0.0、灰:α = 0.5,δ = 0.1、青:α = 0.5,δ = 0.3、
緑:α = 0.5,δ = 0.5、赤:α = 0.5,δ = 0.9である。

4.3 樟脳粒子の直進性
実験や微分方程式の解析 [4, 5]によると、樟脳粒
を浮かべた溶液の粘度が低い (高温の溶液)場合 [4]

に直進性がみらる。本モデルの結果である、図 4の
kD(= −20.0)で樟脳粒の直進性がみられた。従って、
本モデルは、低粘度 (高温)溶液条件下の定性モデル
に対応すると考えられる。

5 まとめ
DFFモデルを樟脳粒の推進の原因として用い、直
進運動性をモデル化した。そのモデルを用いて数値
解と樟脳強度 I の解析解を求め、それらの結果を比
較し、直進する運動性の因果関係を説明した。図 6の
ような強度分布 Iに対応する樟脳濃度分布は、[2,4,5]
にも示され、さらに、本モデルや [4]においても、式
(1),(2)にあるように樟脳強度 I や樟脳濃度に駆動力
が非線形に依存する仮定を採用しており、本モデル
も定性的に適切なモデルであるといえる。
また δが小さい条件では、空間に移動履歴が樟脳
強度として記憶、蓄積され、結果としてRWから遠
ざかり非マルコフ性を獲得する自己駆動粒子モデル
とみることができる。
本報告では、1次元上の単一粒子について述べた

が、2次元上の追跡 (捕食)-逃避 (被食)関係 [7]にあ
る複数種かつ多粒子の条件にも適用した [8]。
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A 解析解
A.1 I(1, ∗)の式
t = 1における強度分布を式 (6)∼(10)に示す。拡散は時間ステップ t毎に 1マスごと広がるため、t = 1
では下に示すように、I(1,−2) ∼ I(1, 2)のように 5つの式で表現できる。

I(1,−2) =
1

4
α

2
(1− δ)

2
fp (6)

I(1,−1) = (1− α)α(1− δ)
2
fp (7)

α = 0では、樟脳粒の進行方向と逆側では、図 6黒のように、樟脳強度は 0になる。

I(1, 0) = (1− α)
2
(1− δ)

2
fp +

1

4
α

2
(1− δ)

2
fp +

1

2
α(1− δ)

(
fp +

1

2
α(1− δ)fp

)
(8)

I(1, 1) =
1

2
(1− α)α(1− δ)

2
fp + (1− α)(1− δ)(fp +

1

2
α(1− δ)fp) (9)

x = 1に樟脳粒がある。移動確率の計算に用いられるのは、I(1, 0)と I(1, 2)である。

I(1, 2) =
1

2
α(1− δ)

(
fp +

1

2
α(1− δ)fp

)
(10)

下線部で示した式 (8)の第 3項は、式 (10)に一致する。つまり、δ �= 1では、常に I(1, 0)>I(1, 2)となる。

A.2 I(2, ∗)の式
t = 2における樟脳強度分布を式 (11)∼(17)に示す。拡散は時間ステップ t毎に 1マスごと広がるため、

t = 2では下に示すように、I(2,−3) ∼ I(2, 3)に示すように 7つの式で表現できる。

I(2,−3) =
1

8
α

3
(1− δ)

3
fp (11)

I(2,−2) =
3

4
(1− α)α

2
(1− δ)

3
fp (12)

I(2,−1) =
1

8
α

3
(1− δ)

3
fp +

1

2
α(1− δ)

(
1

4
α

2
(1− δ)

2
fp + (1− α)

2
(1− δ)

2
fp +

1

2
α(1− δ)

(
1

2
α(1− δ)fp + fp

))

+ (1− α)
2
α(1− δ)

3
fp (13)

α = 0では、樟脳粒の進行方向と逆側では、図 6黒のように、樟脳強度は 0になる。

I(2, 0) =
1

2
(1− α)α

2
(1− δ)

3
fp + (1− α)(1− δ)

(
1

4
α

2
(1− δ)

2
fp + (1− α)

2
(1− δ)

2
fp +

1

2
α(1− δ)

(
1

2
α(1− δ)fp + fp

))

+
1

2
α(1− δ)

(
1

2
(1− α)α(1− δ)

2
fp + (1− α)(1− δ)

(
1

2
α(1− δ)fp + fp

))
(14)

I(2, 1) =
1

2
α(1− δ)

(
1

4
α

2
(1− δ)

2
fp + (1− α)

2
(1− δ)

2
fp +

1

2
α(1− δ)

(
1

2
α(1− δ)fp + fp

))

+ (1− α)(1− δ)

(
1

2
(1− α)α(1− δ)

2
fp + (1− α)(1− δ)

(
1

2
α(1− δ)fp + fp

))

+
1

2
α(1− δ)

(
1

2
α(1− δ)

(
1

2
α(1− δ)fp + fp

)
+ fp

)
(15)

I(2, 2) =
1

2
α(1− δ)

(
1

2
(1− α)α(1− δ)

2
fp + (1− α)(1− δ)

(
1

2
α(1− δ)fp + fp

))

+ (1− α)(1− δ)

(
1

2
α(1− δ)

(
1

2
α(1− δ)fp + fp

)
+ fp

)
(16)

x = 2に樟脳粒がある。移動確率の計算に用いられるのは、I(2, 1)と I(2, 3)である。

I(2, 3) =
1

2
α(1− δ)

(
1

2
α(1− δ)

(
1

2
α(1− δ)fp + fp

)
+ fp

)
(17)

下線部で示した式 (15)の右辺第 3項は、式 (17)に一致する。つまり、δ �= 1では、常に I(2, 1)>I(2, 3)と
なる。
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非線形感覚運動写像ロボットの対面流

– 1方向走行流への転移と流量のコース幅依存性 –

李 方正 1，橋爪晋平 2，本田 泰 3

1 室蘭工業大学大学院　工学研究科　情報電子工学系専攻
2 室蘭工業大学　工学部　情報電子工学系学科

3 室蘭工業大学大学院　しくみ解明系領域

概要

昆虫の群れ行動や混雑した状況での人間の歩行など，自己駆動粒子の対面流 (Counter flow)は広

く存在する現象である．そこでは，レーン形成など自己組織化的な興味深い現象が観察される．

本研究では，われわれは非線形関数 (双曲線関数)による感覚運動写像ロボットを開発し，障害

物回避可能な自己駆動粒子とみなす．そのロボットを使って，擬楕円コースでいくつかのコース

幅の対面走行実験を行った．対面流から１方向走行流への自律的な転移現象が観測された．

ロボットの速度，流量および 1方向走行流になるまでの時間を測定した．

Counter flow of robots based on non-linear sensorymotor

mapping

– Dependence on the course width of transition to one-direction flow and flow rate –

Li Fangzheng1, Shimpei Hashizume2, Yasushi Honda3

1 Division of Information and Electronic Engineering, Graduate School of Engineering, Muroran

Institute of Technology, Japan
2 Department Information and Electronic Engineering, School of Engineering, Muroran Institute of

Technology, Japan
3 College of Information and Systems, Muroran Institute of Technology, Japan

Abstract

Counter flow of self-driving particles which include insect herd behavior and human walking

in crowded situations is a widespread phenomenon.

In this study, we have developed sensorimotor-mapping robot which can avoid obstacles using

nonliner function (hyperbolic function) and we regard those robots as self-driving particle.

Then we have carried out experiments in which these robots start from a counter flow in some

oval-course, and we found a transition phenomenon from counter flow to one-direction flow.

We have measured the flow rate and the transition time to one-direction flow.
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1 はじめに
実世界で，蜂，アリなどの昆虫が簡単な行動メカ

ニズムによって，複雑な群れ行為ができる．また，

大きな交差点などにおいて，人間は密度が高くても，

会話なしで，ぶつからないようにスムーズに対面歩

行ができる．

池田ら [1]は，非常に密度の高い自己駆動粒子の

対面流において異方性を考慮することによってレー

ン形成が生成することを見出した．

本論文では，我々は原生生物レベルの反応行動の

ための知能を持つ走行ロボットを開発した．コース

幅が限られたコースにおける，その走行ロボットの

対面走行を実験的に観察する．

今回，最大 8台使われるロボットを時計回りと反

時計回りの２つグループを分けて楕円コースでの対

面走行を実験を行った．コース幅を変化させ，ロボッ

トの振舞いを観察した．ロボットが，1方向走行流

になるまでの時間と流量などロボットの基本的な走

行情報を測定した．

2 非線形感覚運動写像ロボット

2.1 ロボットの身体性

今回使っているのは 4輪走行ロボットである，人

間や昆虫の走行特徴に近似するため，その場で曲が

り，方向転換が可能である．距離センサーが赤外線

の反射で距離を測るので，超音波より測る範囲が狭

いが，体積が小さく，精度が高くて，複数ロボット

の場合，ロボット同士間の妨害も減少できる．

図 1: 正面図，A,B,C:右,中央,左の距離センサー;
D:カメラ (今回使っていない); E,F:左右のモーター;
左右センサー角度:45◦; ロボット幅:13.5cm;ロボッ
ト長さ:20.2cm;ロボット高さ:12.2cm;

2.2 ロボット駆動アルゴリズム

感覚運動写像とは，センサー値を変数とする関数

によってモーターの出力を決定することであり，そ

の瞬間のセンサー値だけを使う，最も単純な反応行

動のための知能の一つである [2]．本研究では，非線

形感覚運動写像モデルが使われている.

2.3 距離データの加重相乗平均

中央のセンサーによる距離データを dC，また，左

のセンサーによる距離データを dL とする．それら

を用いて，左の感覚運動写像の入力 xL を加重相乗

平均によって求める (式 (1))．同じように，dCと右

のセンサーから得られた距離データ dR を用て右の

感覚運動写像の入力 xR を求める (式 (2))．

xL = dγC × d
(1−γ)
L (1)

xR = dγC × d
(1−γ)
R (2)

γは重みであり，本研究においては γ = 0.33とする．

γ = 1
3 とすることにより，左のセンサー，中央のセ

ンサーおよび右のセンサーがそれぞれ，2
3 の等加重

となる．

2.4 非線形感覚運動写像

本研究においては，式 (1)と式 (2)で得られた xL

と xR を式 (3)と式 (4)に代入して，ロボットの右

モーターの出力 (mR)と左モーターの出力 (mL)を

計算する．係数 αがロボットの最大速度を制御する，

係数 β が tanhの傾きを制御する．係数 bが関数の

変曲点の位置である．係数 cは関数の縦軸上の位置

を制御する.

mR =α tanh(β1(xL − bL))+

α tanh(β2(xL − bL)) + c
(3)

mL =α tanh(β1(xR − bR))+

α tanh(β2(xR − bR)) + c
(4)

本研究の実験のパラメーターは α = 30%とする．

すなわちロボットは最高速度の 60%の速度で走行す

る．また，β1 = 0.004, β2 = 10, c = 0とする．

８台のロボット (N = 8) を４台ずつ以下の２グ

ループに分けて走行実験を行った．ロボットグルー

プ 1では bL = 160mm, bR = 260mm，また，ロボッ

トグループ 2 では bL = 260mm, bR = 160mm と

する．

2.5 bの値と右左折方向の関係

たとえば，bR = 160mm(図 2 の A 点)，bL =

260mm(図 2のB点)の場合 (ロボットグループ 2)を
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考える．左右の距離データ dL = dRの場合，xL = xR

である．図 2からも分かる通り，右のモーター出力

(mR)が左のモーター出力 (mL)より小さくる．した

がって，このロボットグループ 2は右に曲がりやす

い傾向を持つ．

逆にロボットグループ 1は左に曲がりやすい傾向

を持つ．

図 2: b = 160mmと b = 260mmの tanh関数の曲線

3 走行実験
本研究では，直線と円形のコース組み合わせ，擬

楕円コースで実験する．図 3に示したコース内の青

い部分にロボットをランダムに配置する．半数のロ

ボットが時計回り残りのロボットが反時計回りの向

きで，速度 0からほぼ同時にスタートし，約 8分間

走行する．

ロボットは距離センサーでコース内の障害物 (コー

スの壁と他のロボット)までの距離を検出し，非線

形感覚運動写像モデルにより走行する．

レーンのセンターライン (図 3黒い線)でコースの

長さ (L = 7.32m)を規定する．ロボットの線密度は

ρ = N
L = 1.09(台/m)である．

内側と外側の両側の壁を移動させ,コースの幅 (w)

を 43cm，49.5cm，56cm，62.5cmおよび 69cmへ変

化させ，実験する．

図 3: コースレイアウト 図 4: 実験の様子と
θ の説明

図 4の赤い線を計測ラインとして，ロボットが左

から右へ線を通過したら通過台数を +1， 右から左

へ線を通過したら通過台数を −1とみなす．図 4に

おいて，ロボットが赤い線から反時計回りで黒い線

まで移動して，θが 0から πに変わる．赤い線から

時計回りで黒い線まで移動して，θが 0から −πに
変わる．

対面走行流における全通過台数を ni とする．な

お，本研究では，対面走行流の性質を調べるため，

１方向走行流における通過台数は ni に加算してい

ない．

T1d は走行開始から１方向走行流状態になるまで

の時間 (分)，w がコースの幅 (単位:m)を表す．流

量Qiを式 (5)で定義し，その平均値を式 (6)で計算

する．

Qi =
|ni|
wT1d

(5)

Q̄ =
1

Nexp

Nexp∑
i=1

Qi (6)

iは実験回数を，またNexpは全実験回数を表す．本

研究では，w = 43cm の実験ではNexp = 4，それ以

外のコース幅の実験においては，Nexp = 30である．

4 実験結果

4.1 T1dの測定

　　図 5の８個グラフは一回の実験での，8台ロ

ボット毎の θ(図 4参照)と時間の測定結果である，あ

る１回の実験における，8台のロボット毎の走行結果

を示している．横軸は時間 (秒)，縦軸は角度 θ(rad)

である．

T1d とは全てのロボットが方向転換せず，同じ向

きで走る (１方向走行流)状態になるまでの時間であ

る，図 5中の黒い線はロボットが方向転換しなくな

るまでの時間，その中で一番長いものを T1dとする．

4.2 幅による T1dと流量の測定

w = 43cm のコース幅で 4 回 (毎回 8 分

間),49.5cm,56cm,62.5cm,69cm のコース幅で 30 回

(毎回 8分間)実験する．1実験毎に，ランダムにロ

ボットを２つグループを分ける．T1d(分) と Qi(台

/(m分))を計測して，平均値と標準偏差を計算する．

図 6はコース幅 (w)による，T1dの平均値 T̄1dの変

化曲線である．図 7がコース幅による，平均流量 (Q̄)

の変化曲線である．オレンジ色の縦線は標準偏差を

エラーバーとして示した．

- 61 -



図 5: コース中心から見たロボットの角度 θ の時間変化

図 6: コース幅 w(cm) と T̄1d(分)の関係

幅が狭すぎる (43cm)と，長時間の渋滞が発生し

たことを観測した．ロボット同士のすれ違い，方向

転換ができず，1方向走行流の状態にならなかった．

大渋滞なので，流量もほとんどない．

49.5cmの場合，渋滞も発生したので，1方向走行

流になる時間 (T1d)も長かったが，ロボットが方向

転換できたので，流量も多少増えた．56cmから渋

滞の発生が急激に減少し，ロボットの方向転換もし

やすくなり，T1d が減少した．以降コース幅が拡大

して，T1d がだんだん減少した．

流量については，56cm まで平均流量が増えて，

図 7: Q̄(台/分・m)とコース幅 w(cm)の関係

69cmまで流量に明らかな変化が見られなくなった．

5 まとめ
本研究で用いたロボットは最適速度ロボット [3]の

ような，他のロボットを追いかける機能はついてな

い．それにもかかわらず，単純な障害物回避アルゴ

リズムによって，対面走行流は最終的に１方向走行

流に転移することがわかった．

その転移時間はコース幅が大きくなるにつれて減

少していく傾向を見出した．

また，コース幅が十分に大きくなると流量も一定

になる傾向があることを観測した．

実世界のアリ，蜂などの昆虫の匂いで作られたコー

スのような空間の中，単純な障害物を避ける行為で

自律的にレーン形成したことと類似の現象が観測さ

れたと考えられる．

今後の実験で，ロボットの線密度を増やすことに

よって，より実世界の人間などの対面流行動と類似

の行動が観測されると予測される．

参考文献
[1] 池田光佑,金鋼「対向する自己駆動粒子系にお

けるレーン形成とその動的な転移の解明」第 22

回交通流と自己駆動粒子シンポジウム論文集

(2016).

[2] 浅田稔, 国吉康夫「ロボットインテリジンス」
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[3] 山田将司,大園章宏,本田泰「2次元最適速度ロ

ボットの多様な集団紐状走行」第 25回交通流

と自己駆動粒子系シンポジウム論文集 (2019).
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イオンチャネルの開口ビリヤードモデル

中根直哉,宮崎修次

京都大学 情報学研究科 先端数理科学専攻

概要

Hodgkinらはイカの巨大神経繊維の電気的な測定からカリウムイオンの異常な輸送現象を観測
した．この異常な輸送現象を説明するものとして Hodgkinらは細長い通路で 2つの部屋を繋い
だようなモデルを構築した．このように容器内に封入された大きさのない粒子が容器の内壁と完
全弾性衝突を繰り返した後，脱出する運動をモデル化したものとして開口ビリヤード系がある．
本研究では，粒子の大きさを考慮し，粒子間衝突のある多粒子のビリヤード系についてそのビリ
ヤード内滞在時間の逆冪則に従う確率分布を数値シミュレーションにより求め，遅い異常輸送と
の関連について考察する．

Open Billiard Model of Ion Channels

Naoya Nakane, Syuji Miyazaki

Department of Advanced Mathematical Sciences, Graduate School of Infomatics, Kyoto University

Abstract

Hodgkin and Keynes showed that metabolic inhibitors like dinitrophenol and cyanide produce

large changes in the relative magnitude of the fluxes of potassium moving inwards and outwards

across the membranes of giant axons from Sepia officinalis and proposed such a mechanical

model that two flat compartments are separated by a narrow gap with spacers. In a similar way,

it is considered such a situation that point-wise particles repeatedly and elastically collide with

the wall of a container without any particle-particle collision and eventually escape through a

small window from the container, which can be modeled by an open billiard. In the present

study, point-wise particles are replaced with finite-size disks and disk-disk collisions are also

considered, and inverse power laws of distributions of dwell time in the container are obtained

from numerical simulations. Relationship between the power laws and anomalous transport is

discussed.

1 序論
生体内の分子や細胞はその複雑な動的システムの
解明のために，生物学的視点だけでなく，統計力学
などの理論物理学を用いた解析や，計算機を用いた
分子シミュレーションなどの手法によっても研究が
なされている．そのような研究の対象の１つとして
イオンチャネルがある．イオンチャネルは細胞の生
体膜に存在するタンパク質の一種であり，細胞内外

の環境の変化に応じてイオンの出入りを調節する．
生体膜はその疎水性からイオンをほぼ透過しないた
め，イオンチャネルは筋収縮や感覚といったイオン
が関わる生体現象において重要なタンパク質である．
イオンチャネルの研究は 1950 年代における

Hodgkin らの研究が代表的である．Hodgkin らは
イカの巨大神経繊維を用いた電気的な測定によって
カリウムイオンの細胞内外の移動を観測した．正常
な受動輸送が行われる場合，Ussingが 1949年に提
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唱した流束比関係式によって流入量，流出量の比が
予測されるがHodgkinらの測定ではこの関係式から
大きく外れた異常な輸送現象が観測された．この現
象の原因としてHodgkinらはカリウムイオンが細長
い通路のようなものを通って細胞内外の移動をして
いると予測した．この予測を確かめるためHodgkin

らは以下のような粉体モデルを構築し実験を行なっ
た [1]．その結果，電気的な測定と同じようにUssing

の関係式から大きくずれた異常な輸送現象が観測さ
れた．

��������	���
�����

�
�� ��� ���� ���

��������	���
�����

図 1: Hodgkinらの粉体モデル

このような細長い廊下の構造が示す異常な輸送現
象を解析するものとして一列縦隊拡散がある [3]．一
列縦隊拡散は粒子の追い越しを制限した１次元の系
における粒子の拡散運動について解析したものであ
る．このような系では粒子が粒子の相互作用により，
粒子の平均二乗変位が時間の 1

2 乗に比例する遅い異
常拡散が発生するという特徴がある．
このようにHodgkinらは細長い通路を異常輸送の

原因と考えたが，このような通路が無くとも遅い異
常輸送が起こる可能性としてビリヤード系を考える．
ビリヤード系とは容器内の境界で質点が弾性的に運
動する系であり，容器の形状によっては質点の運動
にカオスが発生することが知られている．カオスが
発生する形状の 1つとしてスタジアム形がある．こ
のスタジアム形のビリヤードの外周に穴を開けた系
を考える．ビリヤード内から穴を通って飛び出すま
での時間の確率分布を生存時間確率分布として定義
すると，長期の生存時間確率分布が −1乗，または
−2 乗のべき分布になるという先行研究がある [4]．
このような特徴がHodgkinらの実験に見られた遅い
異常輸送に関係するのではないかと考えられる．著
者らは開口ビリヤードのほか，空間的に周期的なポ
テンシャルと時間的に周期的な外力，または，相乗
雑音によって引き起こされるオンオフ間欠性によっ
ても，前述の異常輸送が生じ得るのではないかと考
えているが [5]，ここでは，開口ビリヤードに関する
研究報告を行う．

本研究では，上記のビリヤード系をより現実に即
した状況に修正した系での生存時間確率分布につい
ての数値解析，および考察を行う．本論文では，2

章で Hodgkin-Keynesらの研究とビリヤード系につ
いての説明を行う．3章では粒径を考慮した穴の空
いたビリヤード系の数値解析の手法とその結果を示
す．4章でまとめと考察を行う．

2 先行研究
2.1 Hodgkin-Keynesの研究
Hodgkinらは 1950年代，ヤリイカの巨大神経繊

維を用いた電気的な測定によってカリウムイオンの
膜輸送についての研究を行っていた [1]．カリウムイ
オンは細胞の内外を濃度勾配に依存した受動輸送に
よって移動している. その受動輸送について，Ussing

が導出した以下のような流束比関係式がある [2]．

influx

efflux
= exp

F (E − Ek)

RT

influxは内向きの流束，effluxは外向きの流束であ
り，Eは膜電位である．Ekは電気生理学におけるネ
ルンストの平衡電位であり，

Ek =
RT

F
ln

[K]i
[K]o

で表される．[K]iと [K]oはそれぞれ細胞内，細胞外
のカリウムイオン濃度である．
Hodgkinらの電気的な測定では,関係式から大きく
ずれた異常な輸送が観測された．Hodgkinらはこの
異常な輸送の原因として，カリウムイオンが細長い
通路を通り細胞内外を移動しているのではないかと
いう予測を立て，図 1のような模型を構築した [1]．
この実験では 2つの部屋が穴，または通路で繋が

れた模型を用意し，この模型それぞれに左に 100個，
右に 50個の球を入れる．この模型を 15秒間水平に
加振したときに部屋を移動した球の数を調べること
により，イオンの輸送を再現した．先ほどのUssing

の関係式を考え，左から右へ，右から左へ移動した
球の数をそれぞれ influx，effluxとして捉えれば，

influx

efflux
=

[K]o
[K]i

= 2

となることが予想された．実験の結果，穴で繋がれ
た模型では influx/efflux = 2.7，通路で繋がれた模
型では influx/efflux = 18となり，電気的な測定か
ら予測された通り，通路で繋がれた模型ではUssing
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の式から大きくずれた異常な輸送が起こっている事
が確認された．
よってヤリイカの軸索で見られたイオンの異常輸
送は，イオンが細長い通路を通って移動しているこ
とにより発生していると考えられた．

2.2 Dettmanの研究
ビリヤード系とは，境界に囲まれた有限領域内を
一つの質点が弾性的に運動する系である．いくつか
のビリヤード系は，境界の形によってカオス性を持
つ事が知られている．その中の 1つに Bunimovich

が 1974年に導入したスタジアムビリヤードという
系がある．
このようなビリヤード系に穴を開けた系について
考える．質点は領域内を弾性的に運動し，ある時刻
で穴から外へ飛び出す．このような系はある時刻に
おいて質点が領域内に残っている確率の分布によっ
て特徴付ける事ができる．この分布を生存時間確率
分布と定義する．先ほど挙げたスタジアムビリヤー
ドで生存時間確率分布を考えると，生存時間が短い
ものは指数関数的に分布し，長いものがべき分布に
なる事が知られている．その長期の生存時間確率分
布を解析した先行研究 [4]があり，その分布は次の
式で表される．

P (t) =
(3 ln 3 + 4)((a+ h1)

2 + (a− h2)
2)

4(4a+ 2πr)t

+
D

t2
+ o(1/t2)

aは平行な辺の 1/2の長さ，rは円弧の半径，h1，h2

はそれぞれ穴の左端，右端の位置を示している．ま
た第２項の分子Dは定数であり，数値解析によって
求められる．この式よりスタジアムビリヤードでは
長期の生存時間確率分布が −1乗，− 2乗のべきの
足し合わせで表されることがわかる．
このような長期の生存確率の特徴から，容器の形
状を上手く選ぶことにより，Hodgkinらのモデルの
ような細長い通路を設けなくとも，遅い異常な輸送
が発生するのではないかと思われる．

3 ビリヤード系の数値解析
3.1 粒子間相互作用
元のビリヤード系では 1つの質点の運動を考えて

いるため，粒子の大きさや容器内の多粒子が存在す
る場合の粒子間相互作用などは考えられていない．

このままでは現実のイオンチャネルの状況とは乖離
しているため，容器内に多粒子を配置し，粒子の大
きさや粒子間相互作用を考慮した系を考える．今回，
粒子間相互作用は単純な剛体円盤の弾性衝突とする．
この時，粒子間相互作用で容器の形状に依存しない
ような挙動になると予想されるが，粒子の大きさを
小さくしていくと徐々にビリヤード系のような容器
の形状による影響が現れると考えられる．そこで今
回は，カオスが発生するスタジアム形と，発生しな
い正方形を容器として用い，粒径を徐々に変化させ
た時の生存時間確率分布を数値解析によって調べる．

3.2 数値解析手法
本研究では，容器内で弾性衝突を繰り返す多粒子
の数値解析を event-driven法を用いて行う．ここで
は，event-driven法の簡単な説明を行う．この手法
では粒子間の衝突や粒子と境界の衝突を eventとし，
eventごとに時間を進めるという手法である．時刻
t = 0において，ある 2粒子 i，j の座標と速度がそ
れぞれ xi0，xj0と vi0，vj0 で表されるとする．この
時，時刻 tの座標は以下のように書ける．

xi = xi0 + vi0t, xj = xj0 + vj0t.

このとき，粒子 i，j が時刻 t で衝突する条件は
|xi − xj| = 2rとなる．
この条件に座標 xi，xj を代入し，整理すると時刻 t

を求めることができる．

t = −
bij +

√
b2ij − v2ij(r

2
ij − 4r2)

v2ij

ここで bij = (xi0−xj0)�(vi0−vj0)，rij = |xi0−xj0|
とした．
このように，衝突 (event)までの時間が計算する
ことができる．そこで下のような手順を考える．

1. すべての粒子について，他のすべての粒子との
衝突までの時間を計算

2. 1.で求めた最短の時刻まで時刻 tを進める
3. 衝突する粒子に対し衝突処理を行う．
4. 1から 3を繰り返す．

このような手法を event-driven法という．
しかしこのままだと 1イベントあたりの計算量が

O(N2)と大きすぎるため，大規模な系では高速化の
必要がある．粒子のセルへの分割，平衡木を用いた
衝突時刻の検索などの高速化を施すと，1イベント
あたりの計算量は O(log(N))となる．
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3.3 質点ビリヤード系の数値解析
粒子間相互作用を考慮した系の前にスタジアム形
と正方形での質点のビリヤード系における生存時間
確率分布の数値解析を行った．スタジアム形では，生
存時間が短いものは指数関数的に分布し，長いものは
べき分布になると先行研究に述べられている．今回パ
ラメータをa = 0.05，r = 0.5，h1 = −0.01, h2 = 0.01

として実際に数値解析を行った．

図 2: ビリヤード内滞在時間の両対数グラフ
(紫:正方形 緑:スタジアム形)

横軸は時間 t，縦軸は時間 tに対する生存確率で
ある．図 2を見ると，スタジアム形では生存時間が
指数関数的に分布し，長いものは −1乗の逆べき分
布となり，先行研究で見られた結果が表れた．一方，
カオスが発生しない正方形では，−1乗の逆べき分
布となった．

3.4 多円盤ビリヤード系の数値解析
より現実に即したモデルを考えるため，粒子間相
互作用を考慮した多粒子のビリヤード系についての
生存時間確率分布の数値解析を行った．

図 3: ビリヤード内滞在時間の両対数グラフ
(正方形：紫…粒径大 緑…粒径小)
(スタジアム：黄…粒径大 青…粒径小)
(半径：粒径大…1.0× 10−3 粒径小 1.0× 10−9)

容器に関するパラメータは 3.3と等しい.図 3を見
ると，粒径が小さい場合はスタジアム形，正方形の
両方において，長期の生存時間確率分布がべき分布
になっている．しかし，このべきは質点のビリヤー
ド系で見られたものとは異なったべきとなっている
ことがわかり，粒子間の相互作用に影響を受けてい
るものと思われる．

4 まとめと考察
イオン間相互作用を大きさのある粒子の衝突とし
て実効的に輸送現象に反映させ，数値解析を行った．
粒径が大きい場合，長期の滞在時間の分布はスタジ
アム形，正方形の両方とも指数関数的に分布すると
いう結果が見られた．粒径が小さい場合，長期の滞
在時間の分布は大きい場合と異なり，スタジアム形，
正方形の両方ともべき分布になった．そのべきは粒
径のないビリヤードと同様に容器の形状に依存して
異なるべきとなったが，粒径のないビリヤードで見
られたべきとは異なるものとなった．粒径を考慮し
ない正方形のビリヤードでの粒子の運動は非カオス
の運動であるが，粒径を考慮した場合，シナイのビ
リヤードと同様に混合性を持つのではないかと考え
られる．その確認のために最大リヤプノフ指数を求
める必要があるので，今後の課題としたい．
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Simulation of two-dimensional crushable granular materials
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Abstract

Two-dimensional simulation of crushable granular materials is performed in terms of the dis-

crete element method. First, we investigate two-body collisions. There exists a threshold of

the breakage, which is explained by a simple model between the kinetic and bond energies. We

also measure the relative speed dependence of the bond number and the restitution coefficient

to clarify the breakage. We also study many-body simulations under a shear condition. We

find that the shear stress is almost independent of the mean cluster size of the macroscopic

particles.
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1.42)(N/ϕ)d

ϕ
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√
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4: b
Vn = V (0) ·n(0) (a)(

) e (b)
ẽ V ∗n ≡ Vn/(d

√
kn/m)

en = 4.3× 10−2 10

( 4(a) )

en

(2) m Nm

N
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n(t)

t = 0 tc

ẽ

ẽ ≡ −V (tc) · n(tc)
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6: γ̇∗ = 10−2.5 10−3.5 10−4.5

〈k〉 P ∗xy
γ̇∗ ≡

γ̇
√

m/kn P ∗xy ≡ Pxy/kn

6

〈k〉 γ̇

〈k〉
Pxy

〈k〉

γ̇
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The Mean Field Game Model of the Rail Commuter Behavior

Allowing for Congestions

Ryotaro Ishii1, Itsuki Watanabe1 and Hiroshi Toyoizumi1

1 Department of Pure and Applied Mathematics, Graduate School of Fundamental Science and

Engineering, Waseda University

Abstract

We constructed the commuter behavior model from a viewpoint of the mean field game (MFG)

and obtained the mean field equation (MFE) describing his behavior, considering his behavior

as a game with a large number of other commuters in a railway in which two types of trains

run. Moreover, we claim the difference between the MFE in this paper and in a previous research

about space and time.

1

 30  10
48.3%  [1]

 2 2

 mean field game (MFG)

[2] mean field equation (MFE) [2]
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2 Mean Field Game

mean field game [2]

[2] 1 MFE
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−∂u

∂t
(x, t) = inf

α(x,t)

{
1

2
|α(x, t)|2 + F (x,m(t)) +Du(x, t)α(x, t)

}
, (x, t) ∈ R

d × (0, T )

∂m

∂t
(x, t) + div(m(x, t)α∗(x, t)) = 0, (x, t) ∈ R

d × (0, T )

m(x, 0) = m0(x), u(x, T ) = G(x,m(T )), x ∈ R
d

(1)

α∗ (1) 1 α m(t) t ∈ [0, T ]

m(x, t) t ∈ [0, T ] x ∈ R
d (1) (u,m)

u(x, t) t ∈ [0, T ] x ∈ R
d

u(x, t) = inf
α

∫ T

t

(
1

2
|α(x(s), s)|2 + F (x(s),m(s))

)
ds+G(x(T ),m(T )) (2)

α(x, t) t ∈ [0, T ] x ∈ [0, 1] x(t) =

x+
∫ t

0
α(x(s), s) ds t ∈ [0, T ] (2)

α∗ α∗ = −Du [2, 3]

F, G x

m C2 m0 Lebesgue

(1) ([2]

Theorem 4.1)
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[0, 1]

2

vl, ve (0 < vl < ve) v f(v)

f(vl), f(ve)

t0 ∈ [0,∞) x0 ∈ [0, 1] 1 1

t∗ ∈ [0,∞) 3

(a) 0

(b) vl

(c) ve

1 (a)
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α : [0, 1] × [t0,∞) → R α(x, t) t ∈ [t0,∞) x ∈ [0, 1]

α(x, t) t (a)

(b) (c) α {0, vl, ve}
α : [0, 1] × [t0,∞) → R t ∈ [t0,∞) x(t)

x(t) = x0+
∫ t

t0
α(x(s), s) ds α 1 A(α)

A(α) = inf{ t ∈ [t0,∞) x(t) = 1 } 1 t0 t1
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t1 t2 t2 t t

α(x(t), t) ∈ {0, vl, ve}
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1

x0

t0
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0
vl

t1 t2

x(t)

t

(c)

(b)

(a)

1: [0, 1]

t ∈ [0,∞) x ∈ [0, 1] ml(x, t), me(x, t)

ms(x, t) t ∈ [0,∞) x ∈ [0, 1]

m(x, t)
m(x, t) = ml(x, t) +me(x, t) +ms(x, t) (3)

0 m0

3.1

α C(α) 1

4 1

t ∈ [t0,∞) f(α(x(t), t))α(x(t), t)
∫∞
t0

f(α(x(t), t))α(x(t), t) dt

∫∞
t0

F (x(t),ml(x(t), t),me(x(t), t), α(x(t), t)) dt

c > 0 c·max{A(α)−t∗, 0}, c·max{t∗−A(α), 0}
C(α)

C(α) =

∫ ∞
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(f(α(x(t), t))α(x(t), t) + F (x(t),ml(x(t), t),me(x(t), t), α(x(t), t))) dt+ c|A(α)− t∗| (4)

4 MFE

MFE

t∗ ∈ [0,∞) 0 m0 1

t ∈ [0,∞) x ∈ [0, 1] t x

u(x, t) = inf
α

{∫ ∞

t

(f(α(x(s), s))α(x(s), s) + F (x(s),ml(x(s), s),me(x(s), s), α(x(s), s))) ds+ c|A(α)− t∗|
}

(5)

- 73 -



(5) α∗

(5)
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Detecting Transition of Collective Motion by Dynamic Mode

Decomposition

Yoshinari Inomata1, Toshiya Takami2

1 Graduate School of Engineering, Oita University
2 Faculty of Science and Technology, Oita University

Abstract

Time-Shifted (TS) Dynamic Mode Decomposition (DMD), a new method to analyze collective

motion, is introduced by paying attention to reproduction error by DMD. Since it is unknown

how this analysis to detect transition of motion behaves for mixed-collective motion or faint

change of the motion, analyses for simple collective motion were conducted in this study. As

a result, it was shown that TS-DMD recognizes irregular motion by however small number of

particles. In addition, it is also shown that it works up to the limit of the number representation.

With these analyses, it was confirmed that TS-DMD detects a slight change of collective motion.

1

[1]

Boid [2] 3

[3]

Boid
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1: TS-DMD ([7] )

[4, 5, 6] [4]

(Dynamic Mode Decomposition, DMD)

DMD

Time-Shifted DMD(TS-DMD)

[7] 1

( (a) (c)

) TS-DMD

TS-DMD

TS-DMD

2 DMD

DMD [8]

[9]

X X

xt(t = 1, 2, · · · , T )
(x1,x2, · · · ,xT )

( N )

t (1) t−1

f

f F

xt = f(xt−1) (1)

F 2 Y = (x1,x2, · · · ,xT−1) Y ′ =
(x2,x3, · · · ,xT ) Y ′ = FY

2: TS-DMD

F = Y ′Y † Y † Y

Y † =

V Σ−1U∗ F = Y ′V Σ−1U∗

U ∈ C
N×M , Σ ∈ C

M×M , V ∈ C
T−1×M ,

M = min(N,T − 1), U∗ U

F Λ W

Φ = Y ′V Σ−1W

t xt

xt = ΦΛtΦ†x1 (2)

3 Time-Shifted DMD

DMD

TS-DMD

2

DMD 1 T

X = (x1,x2, · · · ,xT )

1 X x1 xd

DMD

X ′ =

(x′1,x
′
2, · · · ,x′d) E1 x N

xd = (x(1,d), x(2,d), · · · , x(N,d))
T

x′d = (x′(1,d), x
′
(2,d), · · · , x′(N,d))

T E1

E1 = max{||x(n,d)−x′(n,d)||, n = 1, 2, · · · , N} (3)

1 x2 xd+1

E2 x3 xd+2
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- 76 -



3: (
)

4

4.1
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(3)
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5: TS-DMD (2)

4.2

(1) (3)

d 100 TS-DMD

4 6

4 (1) TS-DMD
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