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概要

非対称単純排他過程 (ASEP)は，非平衡輸送現象を記述する１次元確率過程模型であり，可解
性といった豊かな数理構造をもつ．ASEPは別の可積分系との対応関係が知られている．可積
分な偏微分方程式である Burgers方程式を ASEPから導出する事ができる．また，可積分場
の理論である微分型非線形シュレディンガー方程式 (DNLS)との対応も示唆されている．本研
究では，これらの可積分系間の対応関係を調べ，DNLSから Burgers方程式が導出される事を
示した．
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Abstract

The asymmetric simple exclusion process (ASEP) is a one-dimensional stochastic model,
which describes nonequilibrium transport phenomena and has rich mathmatical properties,
such as solvability. The ASEP is related to two integrable systems: the Burgers equation,
which is a classical integrable equation, and the derivative nonlinear Schrödinger equation
(DNLS), which is also an integrable field equation. In this paper, we investigate these
relations and present a derivation of the Burgers equation from the DNLS.

1 はじめに
非対称単純排他過程（Asymmetric simple exclusion process: ASEP）は，排除体積効果をもつ粒子が， 

1 次元格子上を左右非対称なレートで拡散していく確率過程模型である [1]．ASEP は単純な模型でありな
がら，様々な物理現象をよく再現し，同時に豊かな数理構造を持つため，非平衡輸送現象を記述する基本
的な数理モデルとして盛んに研究されている．ASEP では，境界における粒子の流出入レートに対して，
流れの相転移（自由相/渋滞相/最大流量相）が起こる．この相転移が，高速道路の渋滞をよく再現するこ
となどから，交通流を記述する数理モデルとして活用されている [2]．他にも，生体内の輸送現象や界面成
長のダイナミクス等，多様な物理現象へ応用されている．ASEP は，多彩な非平衡現象を再現することに



加えて，可解であるという著しい性質を持つ．行列積の方法やベーテ仮設法によって，定常状態やダイナ
ミクスの厳密な解析が可能である事が知られている [3, 4]．
本研究では，ASEPと関連する可積分系の対応関係を考察する．ASEPから可積分な偏微分方程式で
ある Burgers 方程式が導出される事が知られている [5]．一方で，可積分場の理論である微分型非線形
Schrödinger方程式 (Derivative nonlinear Schrödinger equation: DNLS)との対応も示唆されている [6]．
しかし，DNLSと Burgers方程式との対応関係は未解明であった．本論文では，Burgers方程式が DNLS
から直接導出可能であることを示す [7]．また，DNLSを経由した導出法では，自然に ASEPの有限粒子
補正項を含む事も併せて紹介する．

2 ASEP
ASEPは，粒子が左右非対称なレートでホッピングする，１次元格子模型である．ASEPの模式図を図

1に示す．各粒子は微小時間 dt間に，右（左）へ確率 pdt(qdt)で移動する．また，各粒子は排除体積効果を
持ち，ホッピング先に既に粒子がいる場合には，ホッピングは起こらない．以下では，周期的境界条件を考
え，サイト数は Lとする．j番目のサイトの状態 |nj⟩は，粒子がいない（いる）場合を |0⟩(|1⟩)として， 2

次元ベクトルで表される．ある時刻 tにおける系の状態ベクトルは，正規直交基底を |n⟩ = |n1, n2, · · · , nL⟩
として，

|ψ(t)⟩ =
∑
n

ψ(n, t)|n⟩ (1)

と書ける．ここで ψ(n, t)は，時刻 tに粒子配置が n = (n1, n2, · · · , nL)となる確率を表す．ASEPの時間
発展は，以下のマスター方程式（虚時間形式の Schrödinger方程式）

d

dt
|ψ(t)⟩ = −ĤASEP|ψ(t)⟩ (2)

によって記述される．ハミルトニアン ĤASEP は，

ĤASEP =
L∑

j=1

[
−pŝ+j ŝ

−
j+1 − qŝ−j ŝ

+
j+1 + pn̂j(1− n̂j+1) + q(1− n̂j)n̂j+1

]
(3)

と表される．ただし，昇降演算子 ŝ±j ,及び数演算子 n̂j は，パウリ行列 σ̂x,y,z
j を用いて ŝ±j = 1

2 (σ̂
x
j ± iσ̂y

j )，
n̂j = 1

2 (1 − σ̂z
j )と定義される演算子である．射影状態 ⟨s| = ⟨0|exp

(∑L
j=1 ŝ

+
j

)
=

∑
n⟨n|を導入すると，

任意の物理量 Âの期待値は ⟨Â⟩ = ⟨s|Â|ψ(t)⟩と書ける．以上のことから，粒子密度の時間発展方程式
d

dt
⟨n̂i⟩ = p⟨n̂i−1⟩+ q⟨n̂i+1⟩ − (p+ q)⟨n̂i⟩+ (p− q)⟨n̂i(n̂i+1 − n̂i−1)⟩ (4)

を導出できる．

図 1: ASEPの模式図



3 ASEPとBurgers方程式の対応
本研究で提案する DNLSを経由した Burgers方程式の導出との比較の為，ここでは従来の導出法につ

いて簡単にレビューする [5]．前節で導出した，粒子密度の時間発展方程式 (4)に対し，平均場近似を行
い，連続極限をとると Burgers方程式が導出される．初めに，式 (4)の右辺第 3項 ⟨n̂i(n̂i+1 − n̂i−1)⟩を
⟨n̂i⟩⟨n̂i+1 − n̂i−1⟩に置き換え，粒子間の相関を無視する近似を行う．

d

dt
⟨n̂i⟩ = p⟨n̂i−1⟩+ q⟨n̂i+1⟩ − (p+ q)⟨n̂i⟩+ (p− q)⟨n̂i⟩⟨n̂i+1 − n̂i−1⟩. (5)

次に，連続極限 ⟨n̂j⟩ → ρ(xj , t) を考え，時間を at→ tとリスケールすると，Burgers方程式

∂tρ = aD∂2xρ− 2αρ+ 4αρ∂xρ (6)

が導出される．

4 DNLSとBurgers方程式の対応
本節では，微分型非線形 Schrödinger方程式（DNLS）から Burgers方程式が直接導出される事を示す．

DNLS型のハミルトニアン

−ĤDNLS = a2D

∫
dxψ̂†∂2xψ̂ − 2aα

∫
dxψ̂†∂xψ̂ − 2a2α

∫
dxψ̂†(∂xψ̂†)ψ̂ψ̂ (7)

に従って時間発展する系を考える．ここで，ψ̂, ψ̂†は場の演算子であり，交換関係 [ψ̂(x), ψ̂(y)] = [ψ̂†(x), ψ̂†(y)] =

0, [ψ̂(x), ψ̂†(y)] = δ(x− y)を満たす．3節と同様に，境界条件は周期的境界条件とする．DNLSは，可積分
系であり，また ASEPとの対応関係が示唆されている [6, 8]．特に，ĤDNLS内のパラメータ aを a = 1/L

とした時，サイト数 Lの ASEPと対応づけられる．運動方程式は

∂tψ̂(x, t) = a2D∂2xψ̂(x, t)− 2aα∂xψ̂(x, t) + 4a2αψ̂†(x, t)ψ̂(x, t)∂xψ̂(x, t) (8)

と書ける．以下で，運動方程式 (8)から，Burgers方程式が導出される事を示す．
N 粒子状態の正規直交規定 |x1, · · · , xN ⟩ = 1√

N !
ψ̂†(x1) · · · ψ̂†(xN )|0⟩を導入し，状態ベクトルを

|f⟩ = a
N
2

∫
dx1 · · · dxNf(x1, · · · , xN )|x1 · · ·xN ⟩ (9)

と表す．f(x1, · · · , xN )は，N 粒子分布関数である．任意の時刻 tでの状態ベクトルは |f, t⟩ = e−ĤDNLSt|f⟩
と書ける．2節と同様に，射影状態 |s⟩ = eX̂ |0⟩, X̂ =

∫
dxa−

1
2 ψ̂†(x)を導入すると，任意の物理量 Âの

期待値は ⟨Â⟩ = ⟨s|Â|f, t⟩と表される．また，次の関係式

ψ̂(x)|s⟩ = a−
1
2 |s⟩ (10)

が成立する．すなわち，射影状態 ⟨s|は消滅演算子 ψ̂の固有値 a−
1
2 の固有ベクトルになっている．

以上をふまえて，式 (8)を変形する．粒子密度分布関数 ρ(x, t) = ⟨s|ρ̂(x)|f, t⟩ = a−
1
2 ⟨s|ψ̂(x)|f, t⟩を導

入し，式 (8)に左から射影状態 ⟨s|，右から状態ベクトル |f, t⟩を作用させると，

a
1
2 ∂tρ(x, t) = a

5
2D∂2xρ(x, t)− 2a

3
2α∂xρ(x, t) + 4a

3
2α⟨s|ψ̂(x)∂xψ̂(x)|f, t⟩ (11)

となる．次に，N 粒子分布関数を 1粒子分布関数の積で

f(x1, · · · , xN , t) ∼
N∏
j=1

f(xj , t) (12)



と近似する．すると，式 (11)の右辺第 3項は

⟨s|ψ̂(x)∂xψ̂(x)|f, t⟩ ∼ ∂x

[(
N

2

)
f(x, t)2

]
=
N − 1

N
ρ(x, t)∂xρ(x, t) (13)

となる．時間を at→ tとリスケールすると，式 (11)から，Burgers方程式

∂tρ = aD∂2xρ− 2α∂xρ+ 4α
N − 1

N
ρ∂xρ (14)

が導出される．
3節において ASEPから導出した Burgers方程式 (6)と，DNLSから導出した Burgers方程式（14）を
比較してみると，右辺第 3項の係数に違いがある事が確認される．DNLSから導出した Burgers方程式
（14）の右辺第 3項には，(N − 1)/N という係数があるが，これは ASEPの有限粒子補正項という意味を
持つ．2節で紹介した方法では，熱力学的極限を考えている為，粒子数 N が無限である事が前提となっ
ている．実際，DNLSから導出した式 (14)に対して，粒子数無限大の極限をとる事で，式 (6)が導出され
る．式 (14)の右辺第 3項の係数 (N − 1)/N が有限粒子補正項と対応する事の詳細の議論は,[7]を参照頂
きたい．

5 まとめ
本研究では，ASEPと関連する可積分系間の数理構造を調べた．初めに，ASEPの定式化を行い，平均場
近似，及び連続極限をとる事で，可積分偏微分方程式である Burgers方程式が導出されることをレビュー
した．次に，可積分場の理論であるDNLSを導入し，運動方程式から Burgers方程式が導出される事を示
した．また，DNLSから導出された Burgers方程式を ASEPから導出されたものと比較し，DNLSから
導出されたものは ASEPの有限粒子補正項が含まれる事を紹介した．本研究によって，可積分確率模型
（ASEP）・量子可積分系（DNLS）・古典可積分方程式（Burgers方程式）という３つの可積分系間の対応
関係が明確になった．今後，これらの数理構造を用いることで，可積分系の量子古典対応等の理解の進展
に貢献できる事を期待している．
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