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概要

非対称相互作用を含む散逸系である線形化された BL-OVの揺動散逸関係を調べる．
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Abstract

We investigate the Fluctuation-Dissipation-Relation in an asymmetric dissipative system using a lin-
earized BL-OV model.

1 はじめに
魚や鳥や昆虫の群れの移動，自動車の交通流，人
間の歩行者流，アメーバの凝集運動などは，自己駆
動する物体により創発される集団運動として研究さ
れている．自己駆動する物体を質点として取りあつ
かう場合，そのような物体を自己駆動粒子とよぶ1．
自己駆動粒子は，粒子自身の自己駆動力によって推
進し，自己駆動粒子間に働く相互作用は作用・反作
用や運動量保存の法則を満たさない．この相互作用
は，非対称相互作用と呼ばれており [1]，自己駆動
する物体間に働く基本的な力と考えられる．非対称
相互作用は，エネルギーの散逸とともに導入される
ことで，自己駆動粒子系にみられる集団運動を特徴
付けている．エネルギー散逸と非対称相互作用を含
む物理系は，非対称散逸系（Asymmetric Dissipative
System）ともよばれる [1]．

1質点もしくは連続体として取り扱われる自己駆動する物体は，
アクティブマターと広くよばれるようになってきている．

集団運動を特徴づける巨視的な物理量を発見する
ことは，非対称散逸系という新奇な物理系において
も重要であると考えられる．非対称相互作用を含む
物理系は，ヘルムホルツ条件を満たしていないため，
形式的にラグランジアンをもとめることができな
いため [2]，ラグランジアン（ハミルトニアン）を
介さずに巨視的な量を定義する方法が必要であろ
う2．この要求にたいして解析的に取り組んだ研究が，
Fluctuation-Dissipation-Relation（FDR），Fluctuation-
Relation（FR）などであろう [3, 4, 5]．
本研究では，非対称相互作用を含む自己駆動粒子の

FDRに着目した．これまで，自己駆動粒子のVicsek
モデル3において，平衡状態に基づいたナイーブな
FDRの破れが観察されること，異なるアプローチで
弱い熱ゆらぎのもとで FDRが成立することが報告

2異なるアプローチとして，ヘルムホルツ条件を満たすように
助変数を加えて形式的なラグランジアンを求める方法が考えられ
る．

3文献によって導入された自己駆動粒子のモデルである．
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されている [6, 7]．本研究では，非対称散逸系におけ
る FDRの一般的な性質をより深く理解するために，
Vicsekタイプではない拡張された最適速度モデルに
もとづいた FDRを調べた [8]．その結果を報告する．

2 線形BL-OVモデルとばねモデル
2.1 線形化された BL-OVモデル

BL-OVモデルは，拡張された最適速度モデルであ
り [9]，各粒子（粒子番号 n = 1, 2 . . . , N）は以下の
運動方程式にしたがって運動する：

d2xn
dt2 = a

{
[VF (xn+1 − xn) + VB (xn − xn−1)] −

dxn
dt

}
.

(1)

パラメーター a は，各粒子共通に応答時間を決定
する「感応度」をあらわしている．VF，VB は，そ
れぞれ前方粒子間隔 xn+1 − xn と後方粒子間隔 xn −
xn−1 とにもとづく相互作用力であり，相互作用の
大きさは VF (x) = α′ [tanh (x − β) + Γ]，VB (x) =
−α′′ [tanh (x − β) + Γ]で与えられる．BL-OVモデル
は，トリビアルな定常流解をもち，その線形安定性
も解析されている [9]．
本研究では，BL-OVモデル (1)を解析するのでは
なく，解析計算も視野に入れて定常流解まわりで線
形化された方程式を解析する．BL-OV の定常流解
は，粒子が一定な粒子間隔 xj+1− xj = b ( j = 1 . . . N)
でならび，全粒子が一定の速度 [VF (b) + VB (b)]でう
ごく状態の解であり，x̃n = b · n + [VF (b) + VB (b)] t
であらわされる．各粒子の位置を，定常流 x̃n とそ
こからのずれ yn をもちいて xn = x̃n + yn とあらわ
す．これを代入し，yn+1 − yn，yn − yn−1の２次以上
を無視すると，以下の線形化された BL-OVを得る：

d2yn
dt2 = a

{[
V

′
F (b) · ∆yn+1 + V

′
B (b) · ∆yn

]
− dyn

dt

}
.

(2)

ただし，∆yn+1 := yn+1 − yn，∆yn := yn − yn−1，
V ′
F (b) = dVF (x)

dx

%%%
x=b
，V ′

B (b) = dVB (x)
dx

%%%
x=b
である．

2.2 対称／非対称のばねモデル
FDRが非対称性によって受ける影響に注目したい
ので，線形化された BL-OVモデル (2)の表式をさら
に簡単化する．簡単化は，定数をそれぞれ

kL
m

:= a · V
′
F (b) , − kR

m
:= a · V

′
B (b) , g

m
:= a,

とおきかえればよく，各粒子の運動方程式は，

m
d2xn
dt2 =kL (xn+1 − xn) − kR (xn − xn−1)

− γ · dxn
dt
+ Rn (t) . (3)

となる．Rn (t)は，熱平衡状態での相関関数を求め
るために導入した熱ゆらぎである．
相互作用が対称である場合との比較をおこなうた
め，散逸項を含む調和振動子の運動方程式，

m
d2xn
dt2 =k (xn+1 − xn) − k (xn − xn−1)

− γ · dxn
dt
+ Rn (t) . (4)

も定義しておく（粒子数はどちらも対称／非対称の
場合で N としておく）．k は，ばね定数をあらわし
ている．次の節では，数値計算によって求めた応答
関数と相関関数を比較し，FDRを調べる．

3 応答関数と相関関数
3.1 定義
前節で設定したモデルを用いて，速度 uµ (t) :=

dxµ (t) /dt の応答関数と相関関数を求める．各運動
方程式に外力 fν (t)を加えた場合の応答関数 φµν は，
次で定義される（外力の下付き添字は，外力を加え
る粒子の番号を表す）：

〈
uµ (t)

〉
fν
−

〈
uµ

〉
eq
=

∫ t

−∞
ds φµν (t − s) fν (s) .

また，粒子ごとに独立なホワイトノイズ Rν (t)を加
えた場合の速度の相関を

Cµν (t − s) :=
〈
uµ (t) uν (s)

〉
eq
,

⟨Rν⟩eq =0,〈
Rµ (t) Rν (s)

〉
eq
=2γkBTδµ,νδ (t − s)

と定義する．ここで，⟨·⟩はアンサンブル平均，⟨·⟩eq
は平衡状態における熱ゆらぎのアンサンブル平均，
⟨·⟩ fν は粒子 ν だけに外力 fν を加えたときのアンサ
ンブル平均をあらわす．

3.2 数値計算の設定
N = 4 を設定し，４粒子で運動方程式 (3) と (4)

を用いて数値シミュレーションを行い，応答関数と
相関関数を計算した．ただし，数値計算で加える外
力は，t = 0に定数（大きさ 50）を与えるように設
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図 1: 相互作用が対称な場合の応答と相関の比較．

定した．φµν と書いた場合，ν だけに外力を与えた
ときの µ番目の粒子の応答を表している．環境温度
は，逆温度 1/kBT で 9.706× 104と設定した．以降，
応答関数と相関関数の比較をする場合の逆温度も，
9.706 × 104 を用いる．

3.3 結果
まず，運動方程式 (4)を元にしたシミュレーショ
ン結果を図 1にしめした．この図から，相互作用が
対称の場合に揺動散逸関係がなりたつ様子が確認で
きた．また，等分配則を用いて運動エネルギーから
逆温度を求めたところ，設定した環境の逆温度に近
い値（9.752 × 104）となっていた．
次に，相互作用が非対称な場合の数値シミュレー
ション結果を図 2にしめした．結果の図からも確認
できるように，kL と kR の値が離れていくにつれ，
応答関数と相関関数に大きな差がみられた．
揺動散逸関係を周波数成分ごとに表示した結果を，
図 3にしめした．相互作用が非対称である場合，長
波長成分において応答関数と相関関数の違いが見ら
れた．
対称および非対称な場合に，外力を与える粒子と
応答を見る粒子とを変えた場合の揺動散逸関係を調
べた（図 4）．この結果から，相互作用が非対称な場
合，相反定理が成り立たないことが確認できる．
ただし，数値計算のである図 2と図 4に見られる
応答関数と相関関数の概形は定性的に似通っており，
この関係は詳しく調べる必要があるだろう．

4 まとめ
本研究では，線形化された BL-OVモデルの FDR
を調べた．結果として，非対称性が大きくなるにつ
れ，応答関数と相関関数の値の差が大きくなってい
く様子が確認できた．この結果からいわゆる揺動散
逸関係が成立していないことが結論づけられる．し
かしながら，非対称な場合においても応答関数と相
関関数の概形は似通っており，何らかの関係がある
ことも期待される．したがって，今後の研究課題の
ひとつは，数値計算および解析計算を用いてより詳
細に揺動散逸関係を調べることである．さらに，も
う一つの今後の課題は，定常流解ではない動的平衡
状態を基準として揺動散逸関係を調べることである．
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図 2: 応答関数と相関関数の比較．左から，対称 kL = kR = 1.0，非対称 kL = 1.0, kR = 0.25，非対称
kL = 1.0, kR = 0.1の場合の比較になっている．
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図 3: 周波数成分での応答関数と相関関数の比較．左から，対称 kL = kR = 1.0，非対称 kL = 1.0, kR = 0.25，
非対称 kL = 1.0, kR = 0.1の場合の比較になっている．下段の図は，上段に対応した拡大図になっている．

図 4: φ12 と C12 との比較による相反定理の確認．左から，対称 kL = kR = 1.0，非対称 kL = 1.0, kR = 0.25，
非対称 kL = 1.0, kR = 0.1の場合の比較になっている．
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