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概要

都市交通の巨視的なふるまいを統計力学的に議論するために,単純化したグラフモデルを提案し,

その安定性と巨視的基本図を解析的手法とシミュレーションにより調べた. 線形安定性解析の結
果,すべての道路の流量が等しくなる解は,各道路の基本図の非対称性を非常に強くしない限り,

渋滞相にある道路が 1本でもあると不安定になることが分かった. また,我々のモデルにおける巨
視的基本図を,簡単なネットワークについては解析的に,格子状のネットワークについてはシミュ
レーションによりそれぞれ調べた. その結果,我々のモデルでは巨視的基本図は容易に不連続に
なることを見出した. この転移点について,平均場解析により初期条件依存性を議論した.
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Abstract

A simple graph-based model of urban traffic is proposed to discuss macroscopic behavior,

and its stability and macroscopic fundamental diagram (MFD) are studied analytically and

numerically. Using linear stability analysis, it is shown that only one jammed street makes our

system unstable unless fundamental diagram of each street is strongly asymmetric. Moreover,

MFDs in our model system are investigated analytically for simple networks and numerically

for grid networks. It is found that MFDs in our system are discontinous. Transition point of

MFD is also discussed in terms of mean-field analysis.

1 はじめに
近年,都市交通研究のトピックの一つとして巨視

的基本図というアイデアが注目を受けている [1]. こ
れは,都市全体の平均車両密度と流量に注目すると,

高速道路の基本図と同様に,その都市交通を特徴づ
けられる密度流量特性が得られるというものである.

実験 [1]やシミュレーション [1, 2]により,少なくと
も一部の系ではこの巨視的基本図が存在することが
確かめられている. しかしながら,そのメカニズムに

ついてはまだ十分には理解されていない.

我々は,このような都市交通における巨視的基本図
を理解するために,簡単なグラフ上のモデルを考え
た. 同様のモデルを用いた先行研究はいくつか存在
するが [3, 4, 5],これらはいずれも巨視的基本図を考
える上で問題を抱えている. 2章では我々のモデルと
先行研究の問題点について説明する. その上で,我々
のモデルに対する解析計算およびシミュレーション
の結果を 3章で述べる. 最後に 4章で本論文のまと
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めと展望を示す.

2 研究手法
2.1 モデル
都市交通のモデルとして, N 個の頂点と Nstreet

本の辺を持つ強連結有向グラフを考える. ここで,

頂点 i = 1, . . ., N を交差点, 辺 i → j, . . . を交差
点を結ぶ長さ L の道路と解釈する. 各道路では車
両集団の空間構造を無視し,それぞれ道路 i → j に
のみ依存する車両密度 ρi→j と流量 qi→j ≡ q(ρi→j)

(0 ≤ ρi→j , qi→j ≤ 1) で交通を特徴づけられると
する. さらに,本論文においては基本図 q(ρ)は道路
i → j によらず同一であり,

q(ρ) =





vρ if ρ < ρp ≡ 1/v,

w(1− ρ) otherwise
(1)

で与えられると仮定する. ここで, w = (1−ρp)−1 =

(1− 1/v)−1 である.

各交差点に入ってきた車両は外向きの道路に均等
に分配されると仮定すると,各々の道路における車
両密度の時間発展は,自然な形として次の様に与え
るのが妥当である;

dρi→j

dt
=

1

nout
i − nfull

i

∑

k

q(ρk→i)

L
− q(ρi→j)

L
. (2)

ここで,式 (2)の第一項は交差点 iから道路 i → jに
単位時間あたりに流入する車両密度,第二項は道路
i → j の交差点 j から単位時間あたりに流出する車
両密度, nout

i は交差点 iにおける外向きの道路の数
である. また, nfull

i は交差点 iから外向きにでてい
る道路のうち密度が 1であるものの数である.

2.2 本モデルの先行研究
このようなモデルの先行研究としては, Daganzo

らによる交差点の数が 1,道路の数が 2であるような
場合 (two-bin model, 図 2の差込図を参照)の研究
がある [3]. ただし,彼らは式 (2)の代わりに

dρi
dt

=






1

2

2∑

j=1

q(ρj)

L
− q(ρi)

L
if ρ1, ρ2 < 1,

0 otherwise

(3)

を採用している. 流量が同一になるような解の線形
安定性を議論し,平均密度 ρavに対し, ρav < ρpでは
安定, ρav > 1/2では不安定であることを見出した.

さらに, ρp < ρav < 1/2では片方の道路が ρ > ρp,

もう片方が ρ < ρpとなる状態が安定であり,巨視的
基本図は連続に変化することを主張した.

一方, Ezaki らは, 各道路における基本図が対称
(ρp = 1/2に対応)である条件のもとで,ランダムグ
ラフと実際の航空ネットワークを用い系の安定性を
議論した [4, 5]. 全ての道の車両密度が同一である条
件のもとで線形安定性解析を行い, ρav > ρp で不安
定になることを見出した. さらに,巨視的基本図は
ρav = ρp で不連続になることを示した [4].

これら二つのグループの主張は一見すると矛盾し
ているように思える. しかしながら,この二つの主
張の前提にはそれぞれ問題がある. まず, Daganzo

らは two-bin modelという非常に小規模な系の解析
しかしていないことが問題である. 一方, Ezakiらの
研究では対称な基本図のみを考えているということ
が実は重要な点である. 実際, Daganzoらの用いた
two-bin modelに対して対称な基本図の場合を考察
すると,中間の安定な状態は消失し,巨視的基本図は
ρp = 1/2で不連続になる. また, Ezakiらはすべて
の道の車両密度が同一であるという場合のみを考え
ていたが,これもかなり特殊な条件と言えよう.

以上から,各道路における基本図が非対称な時に
大きな道路ネットワークの安定性や巨視的基本図が
どうなるかを調べるが本研究の主題となる.

3 結果
3.1 線形安定性解析
3.1.1 簡単なネットワークにおける厳密解

我々は,まず,簡単なネットワーク構造の場合につ
いて式 (2)の線形安定性解析を行った [6]. その詳細
はここでは省略するが,次のような厳密解を得てい
る: すべての道路について q(ρi)が等しい解の安定性
を考える. すべての道路が自由走行相 (ρi < ρp)にあ
る時は系は線形安定である. 一方,渋滞相 (ρi > ρp)

にある道路NCが 2本以上あると系は必ず不安定と
なる. さらに, NC = 1の場合,系が線形安定となる
条件は 0 < ω = w/v = (v − 1)−1 < α(Nstreet)であ
り, limN→∞ α(N) = 0となる.

3.1.2 正方格子ネットワークの数値解

次に, Nx ×Ny 正方格子ネットワークの場合を議
論する. ここで,図 1の差込図にあるように,道路は
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北向きもしくは東向きにのみ通っていると仮定する.

式 (2)を線形化すると右辺のヤコビ行列が出てくる
が,その最大固有値 λmaxの符号により系の線形安定
性を議論できる.

図 1に, 2× 2格子ネットワークにおける λmaxの
ω = (v−1)−1依存性を示す. 格子ネットワークの場合
でも前述と同様の結果,すなわち安定条件がNC = 0,

もしくは NC = 1でかつ 0 < ω < 1/(Nstreet − 1),

v > Nstreet = 2NxNy となることが分かった.
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図 1: 2×2格子ネットワークでの最大固有値 λmax

の ω = w/v = (v−1)−1依存性. NCは渋滞相にあ
る道路の数である. ここで, 1/(Nstreet − 1) = 1/7
であることに注意せよ. (差込図) Nx × Ny 格子
ネットワークの模式図.

以上の議論から,十分大きな都市の交通を考える
場合,このモデルだと NC ≥ 1では不安定になると
いうことが結論づけられた.

3.2 巨視的基本図
3.2.1 N-bin modelの場合

本モデルでどのような巨視的基本図が得られるの
か,まず, two-bin modelを道路の本数が N の場合
に拡張した N -bin modelについて解析的に調べた.

結果を図 2 に示す. ここで, ρp = 0.3, すなわち
ω = 3/7 < 1/2, v = 10/3 < 4に注意せよ.

我々の設定では巨視的基本図はN 個の山を持つと
いう点が特徴的である. ここで, ρの小さい方から順
に山に n = 1, 2, . . ., N と番号付けることにすると,

山 nは n − 1本の道路が完全渋滞にある時の,残り
N−n+1本の道路に関する巨視的基本図に対応して
いる. すなわち,一般性を失わず ρ1 ≤ · · · ≤ ρN とし
たとき,山 nで傾きが v > 0の箇所では ρ1 = · · · =
ρN−n+1 < ρp, ρN−n+2 = · · · = ρN = 1が成り立
つ. 一方,傾きが負の箇所では ρ1 = · · · = ρN−n <

ρp < ρN−n+1 < 1, q1 = · · · = qN−n = qN−n+1,

ρN−n+2 = · · · = ρN = 1となっている.

また, ω > 1/(N − 1), v < N のとき, 3.1節の結
果を反映して n < N − v + 1ならば山 nと n+ 1と
は不連続となる.

なお, N -bin modelの巨視的基本図を qN (ρ)とする
と sup0≤ρ≤1 |q(ρ)−qN (ρ)| = wv/Nとなり, N → ∞
で道路 1本についての基本図 q(ρ)に一様収束するこ
とが示せる [7].
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図 2: N -bin model における巨視的基本図 [ρp =
1/v = 0.3, (上) N = 2, 3, (下) N = 4, 5]. ここ
で, MFDk は k-bin modelにおける巨視的基本図
であることを示す. また,太い実線は道路 1本につ
いての基本図である. (差込図) 2-bin model (上)
および 4-bin model (下)の模式図.

3.2.2 格子ネットワークのシミュレーション結果

さらに,格子ネットワークで巨視的基本図がどう
なるかシミュレーションを行った. 初期密度を [ρ0−
∆ρ0, ρ0 +∆ρ0)の一様分布にしたがう乱数で各道路
に与えたときの結果を図 3に示す.

まず,平均定常密度 〈ρst〉に対し, 〈ρst〉 > ρc(∆ρ0)

において, N -bin modelにあった山は存在しないと
いうことが特徴として挙げられる. ここで,必ずしも
すべての道路について ρi→j = 0もしくは 1となっ
ている訳ではないことに注意が必要である. 図 3の
破線は交通状況を考えずに q(ρi→j)について平均を
とったものを示しているが, 0にはなっていない. こ
れは,ある交差点 iから外に出て行く道路がすべて
ρi→j = 1となっているために,その交差点に向かう
道路には 0 < ρk→i < 1, qk→i = 0であるものが存在
していることを意味する.
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また,より重要な点として,巨視的基本図が不連続
となるのが 〈ρst〉 = ρc(∆ρ0) < ρp であることが挙
げられる. ここで, 転移点 ρc(∆ρ0) は ∆ρ0 → 0 で
ρc(∆ρ0) → ρp となる. さらに, ρc = ρp − β∆ρ0 と
表せて, β * 0.5であることが分かった.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

〈q
s
t〉

〈ρst〉

∆ρ0=0.15
0.1

0.05

0.01

図 3: 10 × 10 格子ネットワークの巨視的基本図.
太い実線は道路 1 本についての基本図, 各破線は
〈
∑

i→j q(ρi→j)/Nstreet〉 を表す. また, 〈ρst〉 と
〈qst〉 はそれぞれ定常状態における道路 1 本あた
りの車両密度と流量のアンサンブル平均であるが,
この場合 〈ρst〉 = ρ0 となることに注意せよ.

3.2.3 転移点の平均場解析

仮定として, ρ0 > ρcの場合,初期に渋滞相 (ρ > ρp)

にあった道路はすべて定常状態で ρst = 1になるとす
る. すると, ρ0 > ρcでは,初期に自由走行相 (ρ < ρp)

にあった道路の一部も定常状態では渋滞相になり,ま
た, ρ0 = ρcでの転移は高密度側からすればこのよう
な道路が消失する転移と見なすことができる。
初期に渋滞相にある道路の割合 φJ は

φJ(ρ0) =
ρ0 +∆ρ0 − ρp

2∆ρ0
(4)

であるので, 定常状態でこれらの道路が受け持つ,

系全体の車両密度への寄与は NstreetφJ(ρ0) × 1 =

NstreetφJ(ρ0) となる. 一方, 車両密度の系全体で
の合計は Nstreetρ0 であるのだから, ρ0 = ρc では
Nstreetρc = NstreetφJ(ρc),すなわち

ρc =
ρp −∆ρ0
1− 2∆ρ0

* ρp − βMF∆ρ0, (5)

を満たす. ここで, βMF = 1− 2ρp である.

3.2.2節の結果は ρp = 0.3の場合のもので,このと
き βMF = 0.4となる. これはシミュレーション結果
β * 0.5に近い値ではあるが,まだ多少のずれが存在
する. このずれを解決するのは今後の課題である.

4 まとめと展望
本研究では都市交通を単純化したグラフモデルを

用い,都市交通のマクロなふるまいについて議論し
た. 線形安定性解析の結果,道路が 1本でも渋滞相に
あるような定常状態はマクロの極限では必ず不安定
になることが分かった. また,一般に,巨視的基本図
がある密度で不連続になることを見出した. このよ
うな不連続性は実際の都市交通の観測などでは見ら
れず,我々のモデルには欠陥があるといえる.

では何が連続な巨視的基本図をもたらしているの
だろうか. 例えば,現実の都市交通では各車両はOD

を持っており,我々のモデルのように保存系にはなっ
ていない. そこで,我々の系を開放系にするというの
は興味深い. また, Daganzoらは “賢い”車両を考え
ることで [3], Ezakiらは航空ネットワーク上の流量
の制御を行うことで [5] ρ0 > ρp においても安定な
車両密度領域を作ることに成功している. これを考
慮すると,例えば我々のモデルの交差点に信号を導
入して交通を制御するというのはいい手段であろう.

他に, Mazlouminらは安定な巨視的基本図を得るた
めには流れの “量子化”が必要であると主張してい
る [2]. このアイデアも一つの可能性であろう.
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