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概要

一次元交通流を記述する流体モデルは数多く存在するが，中でも Payneモデルは交通流の特徴である一
様流不安定性を再現するモデルとして知られている．しかし，Payneモデルは不安定性を示す数値解が発
散してしまうという問題点も持ち合わせており，安定な衝撃波形成を再現するようなモデルに改良する必

要がある．そこで本稿では，車の非等方性挙動に注目し，拡散項を導入することなく Payne モデルを改
良した新しい流体モデルの詳細な理論解析を行ったので報告する．
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Abstract

The dynamics of one-dimensional traffic flow has been expressed by many compressible fluid models.
Among them, Payne model is well known for instability aspect in homogeneous flow. However, it is
necessary to modifiy Payne model to stabilize the shock wave, since numerical divergence for
disturbance is occured in Payne model. In this paper, we have proposed modified Payne model
without diffusion term in consideration of anisotropic behavior of particles and analyzed it in detail.

1 Introduction

近年，一次元交通流を記述するモデルとしてセル

オートマトンモデル [1, 2, 3] や追従モデル [4] (特に
最適速度 (Optimal Velocity,OV)モデル [5] )と呼ば
れるモデルが数理的交通流研究の中心モデルとなっ

ている．これらのモデルはいわばミクロなレベルで

のモデル化であり，各車を離散的な粒子として扱っ

ていることが大きな特徴である．その一方で，各車

を一次元の連続体として近似することにより，車の

挙動を一次元流体の密度変化で記述し，系全体の平

均速度や平均密度に焦点をあてたマクロなレベルで

のモデル化も 1950年頃から圧縮性流体力学の応用
問題の一つとして盛んに研究されており，現在に至

るまで数多くのモデルが提案されている [6, 7]．圧縮
性流体モデルは，ミクロモデルのように各車粒子の

挙動を記述することは出来ないが，微積分学をはじ

めとした流体力学における様々な手法を利用し，理

論的に解析できるという利点がある．また，1990年
代には超離散法という数理的手法 [8]が開発され，流
体モデルとセルオートマトンモデルの対応が示され

た [9]．さらに，2000年代に入ると Euler-Lagrange
変換 [10] によってセルオートマトンモデルとOVモ
デルとの関連も明らかにされつつあり，これからの

交通流研究の発展のためにも，より良い流体モデル

の構築が必要不可欠である．

流体モデルの中でも Payneモデル [6] は交通流の
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特徴の一つである一様流不安定性を示すモデルとし

て知られており，次のように車の台数の保存の式 (連
続の式)と車粒子の運動方程式による連立微分方程
式系で記述される．

Payne model

∂ρ

∂t
+

∂(ρv)
∂x

= 0 (1)

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
=

1
τ

(
Vopt(ρ)− v

)
− a2

ρ

∂ρ

∂x
(2)

ただし, a2 = − 1
2τ

dVopt(ρ)
dρ

> 0 (3)

ここで，ρ(x，t), v(x，t)はそれぞれ場所 x，時刻 tに

おける粒子の密度と速度を表しており，τ はドライ

バーの反応遅れ時間を表している．また，Vopt(ρ)は
最適速度関数と呼ばれるものである．

Payneモデルは一様流不安定性を持つ非常に強力
なモデルであるが，不安定性を示す領域で安定な衝

撃波形成を再現出来ず，その数値解が発散してしま

うという問題点も持ち合わせている．そのため，数

値解の発散を抑えるために拡散項を導入して安定化

に成功した Kerner-Konhäuserモデル [7] も提案さ
れているが，拡散項には等方性が存在し，実際の車

の挙動を再現するモデルとしては不十分である．

そこで本稿では，車の挙動の非等方性を考慮し，

拡散項を導入することなく Payneモデルを改良する
ことで，非線形飽和によって安定な衝撃波形成を再

現しうるモデルを構築したので報告する．

2 Experimental Data

我々は高速道路の追従走行実験により，ドライバー

の反応時間に関して図 1のようなデータを得た．図
1は縦軸に速度の共分散値，横軸にドライバーの反
応時間をとったものであり，渋滞前，渋滞中，渋滞後

と 3つの状況についてプロットをしている．この図
から，ドライバーの反応時間 τ は明らかに定数では

なく，運転状況によって変化していることがわかる．

そこで現象論的にドライバーの反応時間は加速度

に依存しているものと仮定することで，Payneモデ
ルの運動方程式 (2), (3)における τ を関数化し，(1)
とあわせることでModified-Payneモデルとする．
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図 1: Covariance value of the car-velocity
against tha reaction time.

Modified Payne model

∂ρ

∂t
+

∂(ρv)
∂x

= 0 (4)

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x

=
1

τ(∂v
∂t )

[
Vopt(ρ)− vτ ′

(∂v

∂t

)∂2v

∂t2
− v

]
− a2

ρ

∂ρ

∂x

(5)

ただし, a2 = − 1
2τ(∂v

∂t )
dVopt(ρ)

dρ
> 0 (6)

ここで，(5)式の右辺の括弧内に新しい項が加わっ
ているが，これは導出の際に，τ を関数化したこと

によって生じる項であることに注意されたい．

3 Linear Stability Analysis

Modified Payneモデルに対する線形安定性解析を
行う．一様流解に微小擾乱を加え，





ρ = ρ0 + ερ1

v = Vopt(ρ0) + εv1

(7)

とおき，さらに，フーリエ成分を

ρ1, v1 ∼ exp
(
i(kx + ωt)

)
(8)

と定義すると，分散関係式は

ω + kVopt =
i

2τ(0)

{
1±

√
(1 + 2k2τ(0)V ′

opt(ρ0))− 4ikρ0τ(0)V ′
opt(ρ0)

}

(9)
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図 2: Stability plot under the optimal velocity
funcction[5] and τ0 = 2.0.

となり，安定性条件は以下のように得られる．

1
2τ(0)

+ ρ2
0

dVopt(ρ)
dρ |ρ=ρ0

> 0 (10)

ここで，反応度関数を

τ
(∂v

∂t

)
= τ0 exp

[
−

(∂v

∂t

)2

/2
]

(11)

とガウス関数で定義し，最適速度関数に坂東らのOV
関数 [5] を用いると，図 2のような安定性プロット
が得られる．この図から，Modified Payneモデルで
は低密度と高密度領域で安定性を，中密度領域で不

安定性をそれぞれ示しており，実際の交通流の物理

現象と対応していることが確認された．

4 Reduced Equations

微小擾乱に対して非線形項と他の線形項との間に

どのような関係性があるかを調べるために，拡散ス

ケーリングを導入し空間 X と時間 T をそれぞれ以

下のようなオーダーで考える．




X ∼ ε (X = εx)

T ∼ ε2 (T = ε2t)
(12)

さらに，摂動展開




ρ ∼ ρ0 + ερ1 + ε2ρ2 + ε3ρ3 + · · ·
v ∼ v0 + εv1 + ε2v2 + ε3v3 + · · ·

(13)

をModified Payneモデルに代入し，εの各べきにつ

いて整理すると，(4)より

ε2:
∂

∂X

(
ρ1v0 + ρ0v1

)
= 0 (14)

ε3:
∂ρ1

∂T
+

∂

∂X

(
ρ2v0 + ρ2v1 + ρ0v2

)
= 0 (15)

ε4:
∂ρ2

∂T
+

∂

∂X

(
ρ3v0 + ρ2v1 + ρ1v2 + ρ0v3

)
= 0

(16)

となり，(5)より

ε0: Vopt = v0 (17)

ε1: V ′
opt =

v1

ρ1
(18)

ε2: v0
∂v1

∂X

=
1

2τ(0)

(
V ′′

optρ
2
1 + 2V ′

optρ2 − 2v2

)
+

1
2τ(0)ρ0

V ′
opt

∂ρ1

∂X

(19)

ε3:
∂v1

∂T
+ v0

∂v2

∂X
+ v1

∂v1

∂X

=
1

τ(0)

(1
6
V ′′′

optρ
3
1 + V ′′

optρ1ρ2 + V ′
optρ3 − v3

)

+
1

2τ(0)

(
V ′

opt

1
ρ0

∂ρ2

∂X
+ V ′′

opt

ρ1

ρ0

∂ρ1

∂X
− V ′

opt

ρ1

ρ2
0

∂ρ1

∂X

)

(20)

となる．ただし，

Vopt(ρ0) = Vopt (21)

dVopt(ρ)
dρ |ρ=ρ0

= V ′
opt (22)

d2Vopt(ρ)
dρ2 |ρ=ρ0

= V ′′
opt (23)

d3Vopt(ρ)
dρ3 |ρ=ρ0

= V ′′′
opt (24)

と略記した．

一次の摂動量として ρ1 = φ1と置き，式 (14)と式
(18)より，

v1 = −v0

ρ0
φ1 (25)

V ′
opt = −v0

ρ0
(26)

であることに注意すると，式 (15)と式 (19)より，二
次の摂動量 (ρ2，v2)を消去して，一次の摂動量が支配
する方程式として，以下のような定数係数のBurgers
方程式が得られる．

∂φ1

∂T
=

(2v0

ρ0
− V ′′

optρ0

)
φ1

∂φ1

∂X
+

( v0

2ρ0
− τ(0)v2

0

)∂2φ1

∂X2

(27)
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さらに，次のオーダーである式 (16)と式 (20)から
三次の摂動量 (ρ3，v3)を消去し，一次の摂動量 φ1と

二次の摂動量 φ2 に対して，高次の項まで取り入れ

た摂動量ΦをΦ = φ1 +εφ2 とおくと，εのオーダー

までで Φに関して以下のような Higher Burgers方
程式が導かれる．

∂Φ
∂T

=
(2v0

ρ0
− V ′′

optρ0

)
Φ

∂Φ
∂X

+
( v0

2ρ0
− τ(0)v2

0

) ∂2Φ
∂X2

+ε
{
−

(3
2
V ′′

opt +
1
2
V ′′′

optρ0

)
φ2 ∂Φ

∂X

−
(2v2

0τ(0)
ρ0

+ 2τ(0)ρ0v0V
′′
opt −

1
2
V ′′

opt

) ∂

∂X

(
Φ

∂Φ
∂X

)

−
(τ(0)v2

0

ρ0
− 2v3

0τ(0)2
) ∂3

∂X3
Φ

}
+ o(ε2)

(28)

自然渋滞の解析は安定から不安定に変わる近傍で

の解析であるため，(28)に中立安定条件

1
2ρ0

− τ(0)v0 = 0 (29)

を課し，ε2以上の項を無視すると，拡散係数が消え

た方程式が擾乱の従う本質的な方程式となることが

わかった1．

5 Conclusions

本稿では，実測データから得られた知見によりド

ライバーの反応時間を関数化し，従来の Payneモデ
ルを改良したModified Payneモデルを提案し理論
解析を行った．安定性解析から，Modified Payneモ
デルは実際の交通流の物理現象と対応する安定性を

示すことが確認され，逓減摂動法を用いた詳細な解

析では微小擾乱が従う方程式が散逸系の方程式で記

述されることも示した．

一方，自然渋滞の解析が中立安定点近傍での解析

であるため，分散関係式を

ω ∼ c0 + c1k + c2k
2 + c3k

3 + · · · (30)

と波数展開したときに，c1 ∼ 0の近傍での解析とな
り，ω ∼ k3 となる分散スケーリングが本質となる．

そのため，拡散スケーリングの用いて導いた支配方

程式に対して，中立安定条件を導入した支配方程式

と，分散スケーリングを用いて導いた支配方程式の

伝播擾乱の性質を詳細に解析する必要がある．しか
1特に，最適速度関数が変曲点を持つ場合には，(28) の右辺

第一項が消え，mKdV 方程式に帰着する．OV モデルの場合も
mKdV になることが知られている [11] ．

し，分散関係式 (9)において k = 0の周りで長波展
開を行うと

ω + kVopt =
i

2τ(0)
×

[
1±

{
1 + 4τ(0)2a2

0ρ0ik +
(
1− 4τ(0)2a2

0ρ
2
0

)
F (k)

}]

(31)
(
ただし，F (k) = c2k

2 + c3k
3 + · · ·+ cnkn + · · ·

であり，cn(n = 2, 3, · · · )は展開による係数を表す．
)

となる．これは中立安定条件 (29) に対して，kの高

次項の係数も同時に 0となってしまい，このままで
は中立安定点近傍での解析が逓減摂動法を用いて行

うことができない．そのため，まず第一にこの問題

を解決し，分散スケーリングのもとでの理論解析を

行い，本稿で導出した散逸系方程式との詳細な比較

解析を行うことが今後の課題である．
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