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概要

本論文では時間軸上での「非局所性」の一例を不安定なランダムウォークに遅れを取り入れたモデルで考

察する. 特にこのようなモデルでは初期状態の影響がその後の挙動に強く反映されることを示す.
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Abstract

We would like to discuss a random walk with delay subject to unstable potential This is an example of
dynamics with “non-locality” on the time axis. We discuss that such repulsive delayed random walks
are under strong influence of initial functions.

1 はじめに
時間軸上での「非局所性」と「揺らぎ」をテーマ

とした研究を進めています [1, 2]. その一例として,
不安定な状況にある遅れを含むランダムウォークを

不完全ながらも議論してみたいと思います [3]. この
ランダムウォークの特徴は時間軸上での離れた２時

点の状態の影響を受けることですが, 特に不安定な
ポテンシャルと組み合わせることで, 初期条件の影
響が顕著にその挙動に反映されるところにあります.

2 モデル
ここで考えるモデルは離散時間そして離散１次元

空間のランダムウォークを基本とします. このラン
ダムウォークは単位時間に単位ステップを左右にと

りますが, これに以下の２つの性質を付け加えます.
まず, 遷移確率については原点を中心として左右

に対称なバイアスがかかり,また,これが原点からの
距離に比例する様にします. これを式としてまとめ
ます. ここで f(x), g(x) を xにいるランダムウォー

クが次のステップを左（負）と右（正）の方向にと

ると

f(x) + g(x) = 1 (∀x), (1)

が成り立ちます. また原点における対称性は

f(x) = g(−x) (∀x), (2)

とすることで確保できます. ここでもし,

f(x) > g(x) (x > 0). (3)

であれば原点に向かうバイアスが強いのでランダム

ウォークは安定的となりますが, 逆に

f(x) < g(x) (x > 0). (4)

であれば不安定的となります. 前者は谷のようなポ
テンシャル, 後者は丘のようなポテンシャルにいる
ようなウォーカーを定性的には考えることができま

す. また,

f(x) = g(x) =
1
2

(∀x), (5)

であれば,これは最も普通に取り上げられている,対
称単純ランダムウォークとなります. さらに原点か
らの距離に比例してバイアスが変化するということ
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を取り入れると f(x), g(x)は例えば, 以下のように
定義できます.

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1
2 (1 + 2d) if x > a
1
2 (1 + βx) if −a ≤ x ≤ a
1
2 (1 − 2d) if x < −a

(6)

g(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1
2 (1 − 2d) if x > a
1
2 (1 − βx) if −a ≤ x ≤ a
1
2 (1 + 2d) if x < −a

ここで dは −0.5 ≤ d ≤ 0.5 となるような定数で a

は比例関係がなりたつ原点からの距離を示す定数で,
β = 2d/aとします. これにより−aと aの範囲にあ

る間は遷移確率は βを比例定数として変化しますが,
その外では固定値となります.これらを用いてこのラ
ンダムウォークの基本的な確率式は以下で与えられ

ます. (P (n, t)は時刻 tにウォーカーが位置X = n

にいる確率.)

P (n, t) = g(n−1)P (n−1, t−1)+f(n+1)P (n+1, t−1)
(7)

なお, 0 < d ≤ 0.5では原点に安定的, −0.5 ≤ d < 0
では不安定的なランダムウォークとなります. 図１
にその模式図を示しました.
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図 1: 原点からの距離に比例して,遷移確率のかわ
るランダムウォークの概念図. 安定的な場合（上）
と不安定的な場合（下）を示した.

続いて, このランダムウォークの時刻 tの遷移確

率が, t− τ によって決まるという性質を付け加えま

す. この拡張は基本的な確率式を以下に拡張するこ
とで得られます.

P (n, t; m, t − τ) =

g(m − 1)P (n − 1, t − 1; m, t− τ ; m − 1, t − 1 − τ)

+g(m + 1)P (n − 1, t− 1; m, t − τ ; m + 1, t − 1 − τ)

+f(m− 1)P (n + 1, t− 1; m, t − τ ; m − 1, t − 1 − τ)

+f(m + 1)P (n + 1, t− 1; m, t − τ ; m + 1, t − 1 − τ),

(8)

ここで P (x, t1; y, t2; z, t3)はウォカーの位置がそれ
ぞれの時刻で X(t1) = x, X(t2) = y, X(t3) = z

となるような同時確率分布です. これによりウォー
カーの遷移確率は今の位置ではなく, 遅れ τ 前の時

刻の位置によって決まるようになります. このため
このランダムウォークを遅れランダムウォークと呼

びます [4, 5, 6].
粗い近似ではこの遅れランダムウォークは β << 1
であれば以下の遅れ確率微分方程式と対応します

[6, 7].
ẋ(t) = −βx(t − τ) + ξ(t) (9)

ここで, ξ(t), は以下の性質をもつ時間相関のないノ
イズ項です.

〈ξ(t)〉 = 0

〈ξ(t)ξ′(t)〉 = δ(t − t′)

3 特徴
この遅れランダムウォークで安定的な場合, 0 < β,
の性質はいくつかの研究で調べられています [4, 5].
たとえば非定常状態と定常状態での自己相関関数が,
遅れがある程度以上大きくなると振動すること等が

解析的にも得られました. ここでは不安定的な場合,
β < 0,を取り上げます.
まず, 安定的な場合と同じ様に自己相関関数をア
ンサンブル平均を用いて以下のように定義します.

K(u, t) = 〈X(t)X(t − u)〉 (10)

すると分散はこの特殊な場合で

σ2(t) = K(0, t) (11)

であたえられます. 遅れランダムウォークの定義よ
り, 自己相関関数の時間変化は以下の相互依存する
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式で与えられることが導けます [5].

K(0, t + 1) = K(0, t) + 1 − 2βK(τ, t − τ)

K(u, t + 1) = K(u − 1, t + 1)

− βK(τ − (u − 1), t + u − τ)

(for 1 ≤ u ≤ τ),

K(u, t + 1) = K(u − 1, t + 1)

− βK((u − 1) − τ, t + 1)

(for u > τ).

(12)

これらの式は初期条件がきまると, 順次繰り返し解
いていくことができます. ここでは原点に固定され
た以下の初期条件を用います. x(t) = 0, t ∈ [−τ, 0].
これは境界条件としては

K(u, t) = 0 (−τ ≤ t ≤ 0, ∀u). (13)

のようになります. 図２では分散についてこの式よ
りの解と遅れランダムウォーク, そして遅れ確率微
分方程式の数値計算の結果の三者を比較しています

が, お互いに対応しているのが見えます. また, この
初期条件では遅れが大きくなるとより原点での不安

定性が和らぎ, 分散の増加が遅くなることがわかり
ます.

図 2: 分散の時間変化について,確率微分方程式の
数値解（黒四角）, ランダムウォークの数値解（白
四角）, そして, 連立式 (12)よりの解（実線）を比
較したもの. β = 0.0004 として, 遅れの値は上か
ら τ = 0, τ = 100, τ = 400, τ = 800 に設定した.

しかし, この不安定的な遅れランダムウォークの
特徴がもっとも端的に現れるのは,平均初通過時間L

においてです [8]. ここでは原点から出発してある地
点 ±X∗ に至るまでの平均時間を Lとします. これ

を遅れ τ の関数としてさまざまな初期条件でプロッ

トしたのが図３です. ここにみられるように初期条
件のあり方が, 大きな影響を持ちます. 安定的なラ
ンダムウォークであれば遅れが存在しても, 初期条
件の影響は時間とともに減少していきますが, 不安
定的な場合は必ずしもそうではないことが見えます.
非平衡統計力学からも, たとえば揺動増幅定理のよ
うな性質が不安定点における特徴としてみられてい

ます [9]. ここではさらに不安定性と遅れの兼ね合い
がより初期状態の影響を先鋭化していると考えます.

図 3: 不安定な遅れランダムウォークにおいて平
均初通過時間 L が遅れ τ の関数として, (−τ, 0)
の区間での違った初期条件によりどのような影響
を受けるかを示した. 1) 原点に固定した場合 (黒
丸); 2) +1, 0,−1 　より同確率でひとつの値を選
んだ場合 (白丸); 3) 遅れのない τ = 0　単純対称
ランダムウォークを用いた場合 (三角); 4) 線形に
減少する直線的な初期条件で t = −τ の時 x = τ
と t = 0で t = 0の時 x = 0にを結ぶ初期条件の
場合 (四角). （すべての場合で X(0) = 0.）点線
は Lτ=0 + τ の直線. それぞれの初期条件におい
て 500 回のサンプルをとり, これを平均した. パ
ラメータは X∗ = ±30, d = 0.4, a = 30とした.

4 おわりに
ここで示したモデルは単純ですが,「不安定性」,

「記憶や遅れ」そして「ゆらぎ」に影響をうけるシス

テムは様々に存在すると考えます. 人間による倒立
棒制御や歩行制御などもその一例です [10, 11]. 交通
流における多様な現象とこれらの要素の結びつきに

ついても, 研究をさらに積み重ねていくことも意義
があるかと考えます.
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