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概要

分子動力学法において温度を制御する手法が多数提案され，中でも Nosé–Hooverやその改良法
は広く使われている．しかし，それらの手法で使われている運動方程式の物理的な意味はよくわ

かっておらず，さらに場合によってはエルゴード性を失うことでカノニカル分布を再現できない

ことがある．そこで，まず定温分子動力学法に求められる条件を調べ，その上でNosé–Hoover法
の物理的な意味を考察する．さらに，熱浴法がエルゴード性を失う条件と追加自由度の関係につ

いて論じる．
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Abstract

A condition for equations of motion for isothermal dynamics is derived, and the Nosé–Hoover
method is generalized on the basis of this condition. The ergodicity of the one-variable ther-
mostats are studied, and it is shown that the one-variable thermostat coupled with the one-
dimensional harmonic oscillator loses its ergodicity with large enough relaxation time. The
present result suggests that multi-variable thermostats are required to assure the ergodicity.
Physical interpretation of the thermostats is also given.

1 はじめに

分子動力学法 (Molecular Dynamics method) と
は運動方程式を時間積分することで系を時間発展さ

せ，その性質，特にダイナミクスを調べる手法であ

る．一般にモンテカルロ法に比べて分子動力学法は

計算コストが高いが，近年の計算能力の発展ととも

に分子動力学法で扱える分野が広がりつつある．通

常，分子動力学法ではハミルトンの運動方程式が扱

われる．ハミルトンの運動方程式はその時間発展に

おいてエネルギーを保存するため，統計集団として

ミクロカノニカル分布を得る．しかし，多くの場合

において実験は定温条件下で行われており，興味が

ある統計集団はカノニカル分布であることが多い．

そこで，なんらかの方法で温度制御された分子動力

学法が必要となる．本稿ではこの手法を定温分子動

力学法と呼ぶことにする．定温分子動力学法とは，

興味ある系がハミルトニアンH0 の形で与えられた

ときに，そのハミルトニアンにたいしてカノニカル

分布 Z−1 exp (−βH)を実現する運動方程式を与え
る処方箋である．この方法により提供される運動方

程式は，自励的 (autonomous)かつ時間反転対称で
あり，さらに軌道がエルゴード的であることが求め

られる．ここで「自励的」とは，物理量の時間微分

が位相空間の座標のみで記述されていることであり，

たとえば時間に陽に依存する外力などが含まれない

ことを表す．本稿では上記の条件を満たす定温分子

動力学法の運動方程式はいかにあるべきかを議論し，

さらにエルゴード性と追加自由度の関係について述

べる．
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2 これまでの手法

筆者の知る限り，最初の定温分子動力学法は

Woodcock による Velocity Scaling Method であ
る [1]．この手法の運動方程式はハミルトンダイナ
ミクスであるが，適当なタイミングで速度をスケー

リングすることで温度を制御する．この時，速度の

向きや相対的な大きさはそのままで，速度の分散が

指定温度のカノニカル分布に対応するように絶対値

を変更する．このスケーリングを続けていけば最終

的には系は指定温度のカノニカル分布に近づいてい

くことが期待されるが，人為的な介入があることか

ら系は自励的ではなく，時間反転対称性も持たない．

Velocity Scaling Method 法は人為的な温度制御で
あったが，変分原理に基づく手法として Gaussian
Thermostat法が提案された [2]．この手法はラグラ
ンジアンを運動エネルギー一定の束縛条件下で変分

を取ることで運動方程式を得る．その結果，全エネ

ルギーは保存しなくなり，ポテンシャルエネルギー

についてボルツマン重みを実現するが，束縛条件か

ら運動エネルギーは保存されてしまうためか，あま

り使われていない．その他，Berendsenにより提案
されたBerendsen法という手法もある [3]．この手法
は系を弱く熱浴とカップルさせた形になっており，時

間反転対称性も無く，得られる統計集団はミクロカ

ノニカルでもカノニカルでもないが，その安定性か

ら広く使われているようである．これまでに紹介し

た方法は自励性，時間反転対称性，カノニカル分布

の実現のいずれかに問題があったが，これらのすべ

ての要件を実現する手法としてNosé–Hoover法が提
案された [4]．Nosé–Hoover法は系に 1自由度を追加
し，ハミルトンの運動方程式を少し修正することで

任意のハミルトニアンに対して指定温度のカノニカ

ル分布を実現する手法であり，能勢が提案した時間

スケーリングを伴う手法 [5]をHooverが使いやすい
形に改良したものである．さらに，Nosé–Hoover法
の運動方程式に対して Poincaré変換を施すことで，
ハミルトン形式で時間発展を行う手法である Nosé–
Poincaré法も提案されている [6]．Nosé–Poincaré法
は，時間発展にシンプレクティック積分が使えるこ

とから利用する人も多いようである．

以上の方法は，Gaussian Thermostat法を除いて
発見法的に構築された手法であり，その物理的な意

味が不明瞭である．たとえばNosé–Hoover法はしば
しば熱浴 (heatbath)と呼ばれているが，この手法が

熱浴と興味ある系との相互作用を模していると解釈

してよいかどうかは非自明である．そこで，まず定

温分子動力学法の運動方程式に求められる条件につ

いて議論する．

3 カノニカル分布とダイナミクス
適当な位相空間M を考えよう．その位相空間の

座標をベクトル Γ = (p1, q1, · · ·)であらわす．分布
関数 f は Γの関数であり，各点 Γにおけるエネル

ギーを与えるスカラー関数H(Γ)も与えられている
とする．この系には内部エネルギー U ≡

∫
HfdΓ

及びエントロピー S ≡ −kB

∫
f ln fdΓが定義され，

自由エネルギー F = U −TSを極小にする変分から

カノニカル分布

f = Z−1 exp (−βH) (1)

を得る．ただし，Zは分配関数である．すなわち温度

β とはエネルギーの平均値に対応するラグランジュ

の未定乗数である．

さて，ここまでの議論ではダイナミクスは定義さ

れていない．分布関数が得られればモンテカルロ法

は行うことができるが，分子動力学法を行うには運

動方程式が必要である．すなわち位相空間の各点 Γ

に対してその時間微分 Γ̇ = (ṗ1, q̇1, · · ·)を指定しな
くてはならない．このダイナミクスには，物理量の

時間平均 Āが，アンサンブル平均 〈A〉に等しいこ
と，すなわち

∫
AfdΓ = lim

T→∞

1
T

∫ T

0

A(Γ; t)dt (2)

であることが要請される．そのためには分布関数 f

と運動方程式 Γ̇が連続の方程式

∂

∂Γ

(
Γ̇f

)
= 0 (3)

を満たさねばならない．ただし，∂/∂Γ ≡ ∇，すな
わち状態変数による発散を表し，さらに分布が定常

であること (∂f/∂t = 0)を用いた．分布がカノニカ
ル分布 (1)であることを用いると運動方程式が満た
すべき条件は

∂Γ̇
∂Γ

= βḢ = β
∂H

∂Γ
Γ̇ (4)

という偏微分方程式の形で与えられる．この条件か

ら，定温分子動力学法による運動は，位相空間に圧

縮流を実現することがわかる．これは，ハミルトン
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系が位相空間に非圧縮流 (∂Γ̇/∂Γ = 0)を実現する
ことに対比される．このことから定温分子動力学法

の時間発展はユニタリで無いこともわかる．

さて，いま興味ある系のハミルトニアンがH0とし

て与えられており，属す空間が Γ0 = ({pi}, {qi})で
あるとする．先ほどの空間ΓをΓ = Γ0⊗(ζ)と直積
で分解し，エネルギー関数をH = H0 +τ2ζ2/2と和
の形で H0 を含むように定義すれば，Nosé–Hoover
法の運動方程式





ṗi = −∂H

∂qi
− pζ,

q̇i =
∂H

∂pi
,

ζ̇ = τ−2
∑

i

(
pi

∂H

∂pi
− 1

β

) (5)

を得る．Nosé–Hoover法に限らず，厳密にカノニカ
ル分布を実現する手法は，すべてその運動方程式が

条件 (4)を満たす必要がある．ただし，これはボル
ツマン重みで位相空間を軌道が走るという条件であ

り，さらに軌道がエルゴード的であって初めてカノ

ニカル分布を実現するということに注意したい．

4 エルゴード性
Nosé–Hoover法はその実装の容易さから現在広く

使われているが，図 1に示すように扱う系によって
はエルゴード性を失うことが指摘されている [7]．そ
こで，なぜNosé–Hoover法がエルゴード性を失うの
か，どのようにすればエルゴード性を失わずに済む

のかを確認する．簡単のため β = 1とし，1自由度
の調和振動子系 H0 = p2/2 + q2/2に一般化された
Nosé–Hoover法をカップルさせた系を考える．この
系の運動方程式は





ṗ = −q − p2m+1ζ,

q̇ = p,

ζ̇ = τ−2
(
p2m+2 − (2m + 1)p2m

) (6)

となる. ただしmは任意の正の整数であり，一つの

整数に一つの熱浴法が対応する．Nosé–Hoover法の
一般化については文献 [8]を参照されたい. この系
について，τ が大きい時にエルゴード性が失われる

ことを証明するためには，τ が大きくなると漸近的

に非自明な保存量が構築されることを示せば良い．

(p, q, ζ)から極座標表示 (r, θ, ζ)へ移ると，rと ζ に

関する運動方程式

ṙ = −ζr2m+1 cos2m+2 θ,
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図 1: 調和振動子系に Nosé–Hoover法を適用した
場合の例．緩和時間 τ = 100，時間刻み 0.05とし，
4次の Runge-Kutta法で時間発展させた．上図は
(p, q)平面をプロットしたもの．軌道が位相空間を
覆い尽くさず，エルゴード的でないことがわかる．
特にエネルギーに初期条件に依存する上限と下限
が存在する．下図は (p, q, ζ) 空間における軌道の
構造．軌道がトーラスを構成しており，何らかの
保存量があることを示唆する．

ζ̇ = τ−2
(
r2m+2 cos2m+2 θ − (2m + 1)r2m cos2m θ

)

を得る．τ が調和振動子の周期よりも十分大きい場

合，θ に比べて r や ζ の運動は十分遅くなるため，

cos2m θ をその平均値 cm で置き換えてよいだろう．

すると，運動方程式は

ṙ = −cm+1ζr2m+1,

ζ̇ = τ−2
(
cm+1r

2m+2 − (2m + 1)cmr2m
)

となる．これは rと ζ に関して変数分離型になって

いるため，時間不変量

1
2
r2 +

1
2
τ2ζ2 − 2(m + 1) ln r = C (7)

を得る．ただしCは初期条件から決まる定数である．

この不変量は図 1の (p, q, ζ)空間のトーラス構造に
対応する．ここで，ζ2 ≥ 0であることと，H0 = r2/2
であることを使えば，エネルギーH0に関する不等式

H0 − (m + 1) lnH0 ≤ C (8)
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を得る．この不等式から，エネルギーに最大値と最小

値があり，系がエルゴード性を失うことがわかる [9]．

ここで，運動法方程式 (6)がエルゴード性を失う
のは系が変数分離形に帰着され，時間不変量が構築

されるためであった．追加自由度が二つ以上である

Kinetic momements法 [10]や Nosé–Hoover-Chain
法 [11]では系に早い周期運動が存在しても運動方程
式が求積できなくなる．したがって保存量が構築さ

れず，エルゴード性が破れないことがわかる．すな

わち，温度制御された系のエルゴード性はハミルト

ニアンの自由度の数ではなく，追加自由度が一つで

あるか二つ以上であるかに依存する．

5 物理的な解釈
もともと分布関数が exp (−βH)に比例するのは，

自由エネルギーの変分がゼロ，すなわち平衡状態で

あることからの要請であった．定温分子動力学法が

満たす条件 (4)は，すでにカノニカル分布に従って
いる分布関数を時間不変に保つことことからエント

ロピー変化は無く，したがって外部との熱の授受も

存在しない．すなわちNosé–Hoover法はあくまで平
衡状態にある系の運動を表現しており，この意味に

おいて，Nosé–Hoover法を含む定温分子動力学法を
熱浴と呼ぶことには語弊があろう．また，連続の式

を要請すれば任意の分布関数を不変に保つダイナミ

クスを構成することができるため，たとえばTsallis
分布のようなカノニカル分布以外の分布を実現する

運動方程式も構成可能である [12]．つまり，定温分
子動力学法がカノニカル分布を実現するのはそのよ

うに要請して作ったからであり，分布関数がボルツ

マン重みとなる必然性は無い．時間発展については，

運動方程式を修正しているためにハミルトン系には

存在した変分原理が失われている．したがってその

時間発展の物理的な意味はハミルトン系に比べて不

明瞭である．極小作用の原理から導かれたハミルト

ンの運動方程式がミクロカノニカル分布と対応付け

られたように，カノニカル分布とダイナミクスの間

になんらかの変分原理があるのか，といった問題は

未解決であり，今後の課題として残されている．

さらに実用上の問題として，追加自由度により系

に人為的なタイムスケールが導入されていることに

も注意したい．これは基底状態や分布のみを扱う場

合には問題とならないが，Nosé–Hoover法はおよそ
周期 τ の振動を系に導入するため，たとえばエネル

ギーの揺らぎのスペクトルを観測した場合にこの振

動に起因するピークが観測される可能性がある．さ

らに，Nosé–Hoover–Chain法などの多変数法を用い
た場合，追加自由度がカオスを生むことから単一の

ピークではなく，それでいてなお構造のある非自明

なスペクトルが導入される．この時，どの振る舞いが

興味ある系H0 に由来でどれが手法由来であるかを

選別することは難しくなる．多くの場合の目的にお

いて，指定温度におけるエネルギーとエントロピー

のバランスが実現されれば良く，全エネルギーが揺

らぐ厳密なカノニカル分布は必要ない．そこで，ダ

イナミクスを観測する必要がある場合は定温分子動

力学法で十分緩和させた後に時間発展をハミルトン

形式に戻し，ミクロカノニカルの条件で観測する方

が良いだろう．
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