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概要

2次元 Isingモデルで、界面が存在する時にどのような熱伝導現象が起こるのかを数値計算によっ
て調べた。系の両端に付けられた熱浴法で更新されるスピンを用いて温度制御し、それ以外では

Creutzのセルオートマトンと呼ばれるミクロカノニカルを実現するアルゴリズムを用いている。
また、界面は熱浴部分で捻った磁場を掛ける事で構成する。その結果、熱伝導係数が界面のマク

ロな運動によって大きくなることが確認された。また、非平衡系では界面の位置分布が直線上に

なり、高温側に偏る事が分かった。
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Abstract

We investigate the thermal conduction on the 2D Ising model by a simulation. The system
has two reservoirs at the both ends with different temperatures to realize thermal transport
states. The spins of the two reservoirs are updated by heat bath algorithm and the others
are by Creutz celluler automaton which can realize the micro canonical simulation. To make
an interface, the antiparallel magnetic fields are applied to the reservoirs. As a result, we
find that the macro dynamics of the interface enhances the thermal conductivity, and that the
distribution of the interface position has linear-like slope.

1 序文
熱伝導の研究は Fourierの時代から行われている

が、現在でもよく分かっていない部分が残されてい

る。例えば、海洋-大気系での熱のやり取りや、熱ダ
イオード [1]といったヘテロな構造に関連したもの
が挙げられる。これらの物理的機構の基礎的な解明

を目指す事が、本研究の大きな目的の一つである。

自発的な界面生成を伴う粒子系の界面熱伝導につ

いては先行研究があり [2]、その研究では気液界面構
造のミクロな機構に関する理論的な解明に興味が持

たれている。このような粒子系のシミュレーションに

よって熱伝導現象を詳細に調べるようとすると、シ

ステムサイズを大きくする必要があり、それに伴っ

て緩和時間が長くなる等のシミュレーション上の困

難な面が多い。そのような問題を回避する為に、今

回は粒子系のような連続自由度を持った系では無く、

離散的な Ising系で熱伝導を取り扱う。Ising系での
熱伝導計算には先行研究があり [3]、相転移にともな
う熱伝導率の異常が無いこと等が報告されている。

本研究では、このモデルに界面を入れることで熱伝

導がどのように変化するかといった事などを調べた。
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図 1: αは磁場付、βは磁場無しの熱浴を表す。境
界条件は x方向は自由、y方向は周期的になって
いる。

2 モデル
シミュレーションは二次元 Isingモデル (正方格子)

で行った (図. 1)。両端には温度勾配と界面を作る為
の熱浴が付いている。また、実際の系の様子を (図.
2)に示した。このスナップショットから upスピン
(downスピン)の多い領域に downスピン (upスピ
ン)の小さなクラスターがいる様子が分かる。これ
らの小さなクラスターが動くことにより、熱流とし

ての役割りを果たしている。

熱浴は温度と磁場の二つのパラメータを持ってい

るが、磁場の値が有限値のものとゼロのもので二種

類に分けている。界面を作る為に磁場をかけたもの

が αで磁場の無いものは βと呼ぶ事にする (図. 1)。
αの磁場の向きは、界面を入れる時は両端で逆向き

にし、界面を入れない時には両端で同じ向きに入れ

る。もう一つの熱浴 βは、熱浴の性質が系に大きく

反映されないようにする為の緩衝材という役割りを

果たしている。

また、αも βも熱浴法のアルゴリズムで動く温度

一定のモンテカルロ法 (MC)で時間発展させる。熱
浴以外の部分はエネルギーを一定にした Creutzの
セルオートマトン (CCA)と呼ばれる方法で時間発
展させる [4]。Creutz の方法はミクロカノニカルの
サンプリングを実現する手法である。エネルギー保

存をシミュレーションで実現する為にハミルトニア

ンには運動量変数 σ̃という変数を付ける。
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図 2: 平衡系の様子を示したもの。パラメータは
温度 2.0、システムサイズ 100× 100、である。ま
た、赤色は upのスピンを表している。

熱浴以外のハミルトニアンを次で定義する。

H = −J
L∑
i,j

σi,j(σi+1,j + σi,j+1) +
L∑
i,j

4σ̃i,j (1)

Lは系の一辺の長さで、σi,j はイジングスピン変数

(σi,j ∈ {−1, 1}) である。また、σ̃i,j はスピンのフ

リップに対してエネルギーを保存させる為に付けた

運動量変数である。この変数は {0,1,2,3}という離
散的な値のいずれかをとっている。

第一項はスピンの最近接相互作用を表す項で、シ

ミュレーション上では J = 1 にとってある。第二
項は運動量変数からの寄与を表している。また、運

動量変数がカノニカル分布することを利用して x =
i (i = 1, 2, ..., L)における温度 βiを決定する。すな

わち、x = iでの運動量変数 σ̃の分布関数 P (i, σ̃)を
パラメータ βi でフィッティングする。

P (i, σ̃) ∝ exp(−4βiσ̃)

また、熱浴のハミルトニアンは以下のようなもので

ある。

Hα = −
L∑
i,j

σi,j(σi+1,j + σi,j+1) + hext

Hβ = −
L∑
i,j

σi,j(σi+1,j + σi,j+1)

hextは界面を作る為の外部磁場で実際のシミュレー

ションでは低温側を+0.5、高温側を−0.5にとって
ある。
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系の x方向の境界条件は、両端で異なる温度を実
現する為に自由境界 (スピン変数を 0に設定)になっ
ている。また、y方向は周期境界条件である。

2.1 Creutz Celluler Automaton

式 (1) で与えられるハミルトニアンに対して、
Creutz のセルオートマトンと呼ばれる方法は次の
ようにしてスピンを更新していく。

ハミルトニアンから、座標 (i, j)毎にミクロなエ
ネルギー Ei,j を次のように定義出来る。

Ei,j = −σi,j(σi+1,j + σi,j+1) + 4σ̃i,j

Ei,j が保存するようにスピンをフリップさせる。

具体的には次のようになる。

更新はチェッカーボードで行い、座標 (i, j)につい
て i+ jが偶数の点を偶点、奇数の点を奇点と呼ぶ事

にする。１ステップをさらに二つに分けて偶点と奇

点を更新する。ここでは偶点を時刻 tに更新し、奇

点を時刻 t + 1
2 に更新すると考える事にする。

時刻 tでの状況を考える。時刻 t+ 1
2 と時刻 tでの

座標 (i, j)におけるエネルギー差 ∆Ei.j = E
t+ 1

2
i,j −

Et
i,j を考えると、エネルギー保存を実現する為には

∆Ei,j = 0でなくてはならない。従って、スピンが
フリップ出来る条件は次の様になる。

∆Ei,j = 0

⇔ 4(σ̃t+ 1
2

i,j − σ̃t
i,j) = −2σt

i,j

∑
nn

σnn

(σt+ 1
2

i,j = −σt
i,j に注意)

⇔ σ̃
t+ 1

2
i,j = σ̃t

i,j −
1
2
σt

i,j

∑
nn

σnn

⇒ 0 ≤ σ̃t
i,j −

1
2
σt

i,j

∑
nn

σnn ≤ 3 (2)

ここで、
∑

nnは座標 (i, j)における最近接の和を表
している。σnn は座標 (i, j)の最近接のスピン変数
を表している。今は、偶点の更新を行っているので

σnnは全て奇点であり、時刻 tではフリップしない。

時刻 tで不等式 (2)が満たされるとスピンをフリッ
プさせて、σ̃i,j を不等式 (2)の中辺の値に更新する。
すなわち、

σ̃t+1
i,j = σ̃t

i,j −
1
2
σt

i,j

∑
nn

σnn

奇点の更新も上のように偶点と同じ不等式 (2)に従っ
て行われる。

σ̃の変数に関する制限である {0,1,2,3}という数字
の集合に必然性は無い。スピンの状態の遷移図を書

くと分かるように、一つのスピンをフリップした時

に移り変わるのは (-4↔+4), (-2↔+2),(0↔0)の 3組
だけであるから、必要になるのは離散的な 3つの数
字である。大きい数字をどこで打ち切るかという問

題があるが、あまり大きい数字を用いてもそこまで

励起されるスピンはほとんど存在しないのでメリッ

トが少ない。そこで最低限必要な数字の一つ上を加

えたぐらいで止めておくと、結局 {0,1,2,3}という
セットになる。

2.2 熱流と熱伝導係数の定義

熱流は高温側と低温側の二つの熱浴における、エ

ネルギーの出入りを計算することで得られる。系の

内部ではエネルギーが保存されるフリップしか起き

ない事を考えれば、熱流を次のように定義出来る。

J =
∆Eht − ∆Elt

L

ここで、∆Eht,∆Eltはそれぞれ高温側、低温側にお

ける 1ステップでの熱浴のエネルギー変化を表して
いる。このように定義された熱流と「熱流が温度勾

配に比例する」という Fourier則を用いると以下の
ようにして熱伝導係数 κが定義される。

J = −κ∇T

κ = − J

∇T

= − JL

∆T

∆T は系にかけた温度差で、最後の等式では実現さ

れる温度勾配が直線である事を用いた。

3 結果と考察
上で定義した熱伝導係数 κをシミュレーションし

た結果が (図.3)である。これらのグラフは 5回のサ
ンプル平均と 107MCS の時間平均によって得られ

たものである。 このグラフでは界面の存在によっ

て熱伝導率が上昇している事が確認出来る。また、

L = 100程度で熱伝導係数のサイズ依存性はほとん
ど見られなくなった。

(図.3) の (b) を見ると、T ∼ 2.2 の転移点付近
で最も熱伝導が良くなっている事が分かる。(図.4)
は、界面位置 x の時系列を示したものであるが、
5 × 106MCS 程度の時間数で界面が系を一往復し
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図 3: (a)(上図)システムサイズは 100× 100及び
80 × 80。‘i’ は「界面あり」を意味している。転
移点は Tc ∼ 2.27で ある。(b)(下図)(a)において
「界面あり」の κ から「界面無し」の κ を差し引
いたグラフ。T ∼ 2.2で最も大きく違っている。

ている様子が分かる。これは κの時間平均 107より

も短く、熱伝導率の上昇は界面のマクロな運動によっ

て引き起こされていると言える。すなわち、大きな

エネルギーを持つ界面の動きが小さなクラスターが

運ぶ熱に上乗せされたようになっている (図.2)。
また、これに関連して界面の位置の頻度分布を測

定した。界面の位置 Posは、次のようにして各列で

の磁化の絶対値最小を求める事により決定した。

Pos = min
1≤i≤L

|
L∑

j=1

σi,j |

また、頻度分布は106MCS後の状態をスナップショッ

トで観測したものを 104個集めて合計したものであ

る。その結果が (図.5)である。平衡系では界面の位
置を選ぶような非対称は無い筈なので、どの箇所で

もほぼ一様に分布している。しかし、非平衡系では

分布の形が高温側に向かって直線状に増加していく

様子が観測された。高温側に位置が偏る理由として、
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図 4: 界面位置の時系列を表したグラフ。縦軸は
Lで規格化されている。平均温度が 2.0、温度差は
0.1(x = 1が高温側、x = 0が低温側)である。
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図 5: 非平衡系での界面位置分布を示している。パ
ラメータや縦軸は 4と同じ。

エントロピーの増加による自由エネルギーの減少が

考えられる。しかし、直線上になる理由はよく分かっ

ていない。

界面による熱伝導率の上昇や界面位置の分布等は

ラフニング転移と深く関わっていると考えられる為、

3次元に拡張した計算を実行中である。
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