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1 はじめに

交通流の単純なモデルとして、また、非平衡統計力学を研究する上での重要なモデルとして１次

元非対称 (単純)排他過程 (asymmetric (simple) exclusion process, 略して ASEP)模型 [1]と呼ば
れるものがある。これは、粒子たちが排他的な相互作用を及ぼしあって 1次元格子上をホッピング
する模型である。系のいちばん左端からは粒子が注入され、系のいちばん右端からは粒子が取り除

かれる。「非対称」と呼ばれるのは、決められた方向へホップする確率が高いからである。

以上の ASEP modelを含む１次元N 状態1確率過程模型の定常状態ベクトルには、特別なモデル・

パラメタにおいて有限次元2の行列の積で厳密に書けるものがある。このことをより正確に述べよう。

定常状態ベクトルを PL とすると、N 個のある有限 (M)次元 (正方)行列 {A(0), A(1), · · · , A(N −
1)}、ある M 次元横ベクトル 〈W | およびM 次元縦ベクトル |V 〉が存在して

PL({i}) := PL (i1, i2, i3, . . . , iL) = 〈W |A(i1)A(i2)A(i3) . . . A(iL)|V 〉 (1)

と書けるということである。ただし、式 (1) においては、系のサイズを L とし、k 番目 (k =
1, 2, . . . , L) のサイトの状態を ik とした。 (1) 式のタイプの定常状態を本稿では 行列積型定常
状態と呼ぶ。このような定常状態が、あるモデル・パラメタにおいて存在する事が分かったなら、

任意の長さ L の定常状態を構成できることになる。というのは、(式 (1)の最右辺のように) 行列
A を L 回掛け合わせれば良いからだ。したがって行列積型定常状態を見つけたら任意の長さの定

常状態での物理量を計算できることになる。しかしながら、一般の１次元 N 状態確率過程模型の

中で、このタイプの定常状態が見つかっているものはごく少数である。

我々は、このタイプの行列積型定常状態をシステマティックに求める方法を追求し、以下の結果

を得た [4]。すなわち、連続時間で時間発展する一般の１次元 N 状態確率過程模型に対して、

(a) 小さい Lの定常状態 PL から、〈行列積型定常状態が存在するモデル・パラメタ領域〉の候補

を求める手続き

(b) N = M で、かつ、相互作用が隣接粒子に限られる場合に、(a) の領域において (1) 式の
{〈W |, A(0), A(1), · · · , A(N − 1), |V 〉} のそれぞれを、小さな Lの PL から構成する手続き

(N < M の場合には、{〈W |, A(0), A(1), · · · , A(N − 1), |V 〉} の候補を得る手続き)

を見いだせた。

ここまでは実質的に去年の本研究会で話した内容である。

今回は、離散時間で時間発展する模型を扱う。すなわち、離散時間で時間発展する (1次元) ASEP
model についても行列積型定常状態を (システマティックに) 構成できる場合があることについて
話した。 以下にその概要を述べる。

1格子あたり N 状態という意味。たとえば ASEP model は N = 2 である (各格子に粒子が居ないか、1 個だけ居る
か、なので)。

2「有限次元」と断ったのは、無限次元行列の積で書けることは論文 [2, 3] で示されているからである。
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2 Ordered Sequential Update(OSU)の場合

2.1 OSU model の定義

離散時間模型における状態更新方法 [5]の一つである Ordered Sequential Update(OSU) で時間
発展する (1次元) ASEP model(以下 OSU model と書く)を本小節で説明する。
§1と同じく 1次元格子上を粒子が排他的にホップする模型を考える。ik = 0, 1 でサイト k の粒

子の個数を表すことにする。まず「ローカルな状態更新」を定義する。隣接 2格子の状態 (ik, ik+1)
が (1, 0) なら確率 p で (0, 1)に変え (右隣へのホッピングを表す)、(0, 1)なら確率 q で (1, 0) に変
え (左隣へのホッピングを表す)、(0, 0)または (1, 1)なら、何もしない。これらを (何もしない最後
の場合も含めて) 「ローカルな状態更新」と呼ぶことにする。OSU による単位時間あたりの時間
発展とは以下のようなものである：まず iL = 1 なら確率 β で iL = 0とする (つまり、系の右端か
ら粒子が取り除かれる)。次に隣接 2格子の状態 (ik, ik+1)に対し、k = L − 1, L − 2, . . . , 1の順に
ローカルな状態更新を行う。最後に、i1 = 0 なら確率 α で i1 = 1とする (つまり、系の左端に粒
子が注入される)。

2.2 OSU model の行列積型定常状態

OSU model に対する (§2.1の)時間推進演算子 (転送行列)は、

TOSU :=
[
L ⊗ I⊗(L−1)

] [
T ⊗ I⊗(L−2)

] [
I ⊗ T ⊗ I⊗(L−3)

]
. . .

[
I⊗(L−2) ⊗ T

] [
I⊗(L−1) ⊗R

]
(2)

で定義される。ここで ⊗ は tensor 積を表し、 I は 2次の正方行列、T ,L,Rは (§2.1に従い)以
下で定義される：

T :=




1 0 0 0
0 1 − q p 0
0 q 1 − p 0
0 0 0 1




, L :=

(
1 − α 0

α 1

)
, R :=

(
1 β

0 1 − β

)
(3)

OSU model の定常状態は、
TOSU POSU

L = POSU
L (4)

の解 POSU
L

(
その成分は、

{
POSU

L ({i})
})
である。この POSU

L が、行列積型として表現できると仮

定しよう。すなわち、ある (M =)2次元正方行列 2つ {B(0), B(1)}、ある (M =)2 次元横ベクト
ル 〈W |、および、ある (M =)2 次元縦ベクトル |V 〉によって

POSU
L ({i}) = 〈W |B(i1)B(i2) . . . B(iL)|V 〉 (5)

が成立しているとしよう。この仮定の下で論文 [4]の方法を使うと、式 (5) の右辺の形を取るため
にモデル・パラメタに課される条件3と、この条件の下での {B(0), B(1), 〈W |, |V 〉} の候補4を (小
さい L に対する式 (4)の定常状態解から) 出せる5。ただし、この候補は、

S :=
(
B(0) B(1)

)
|V 〉 , 〈W̃ | := 〈W |S ,

{
B̃(i) := S−1B(i)S

}
i=0,1

, |Ṽ 〉 := S−1|V 〉 (6)

3前ページの (a) に相当
4前ページの (b) に相当
5この段階では、式 (5) の右辺が大きい L に対しても定常状態であるかどうかは問題にしてない。
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によって相似変換した {〈W̃ |, B̃(0), B̃(1), |Ṽ 〉}である [4]。相似変換しても、
〈W |B(i1)B(i2) . . . B(iL)|V 〉 = 〈W̃ |B̃(i1)B̃(i2) . . . B̃(iL)|Ṽ 〉なので、行列積型定常状態は変化しな
いことに注意。

2.3 行列積型定常状態が真の定常状態であるための保証

「§2.2での候補を使って式 (5)の右辺を作ったもの」が (単なる候補というだけでなく) 真の (つ
まり、任意の Lの)定常状態である事を示す方法について述べる。真の定常状態であるためには、
次式を満たす 2つの (M =)2次元正方行列 A(0)、A(1)の存在を示せば良い。

T (B ⊗ A) = A ⊗ B, 〈W |LA = 〈W |B, RB|V 〉 = A|V 〉
tA := (A(0), A(1)) , tB := (B(0), B(1))

(7)

実際に、式 (5)の右辺が式 (4)を満たすことを、式 (7) を使って示せる6 [6]。
では、式 (7)を満たすA をどうやって求めるのか？じつは、ここで論文 [4]のアイデアが使える。
すなわち、(式 (6)と同じく) A を求める代わりに相似変換で結ばれた

{
Ã(i) := S−1A(i)S

}
i=0,1

を求めることにするのである。そうすれば、(式 (6)の S の性質により) 式 (7) が、以下のように
Ã(0), Ã(1) について解けてしまうのである。




Ã(0)の左半分
Ã(0)の右半分
Ã(1)の左半分
Ã(1)の右半分




= T




B̃(0)

(
R1,1

R1,2

)

B̃(1)

(
R2,1

R2,2

)




(8)

3 Sublattice Update(SU)の場合

3.1 SU model の定義

離散時間模型における状態更新方法 [5]は OSU以外にもある。その一つが Sublattice Update(SU)
である。本小節では SUで時間発展する (1次元) ASEP model(以下 SU modelと書く)[7]を、OSU
model との違いという点から説明する7。以下、L は偶数とする。

違いは、単位時間あたりの状態更新における、「ローカルな状態更新」(§2.1) の順番である。こ
の順番は、SU model においては次のようになる：まず iL = 1 なら確率 β で iL = 0 とする。
i1 = 0 なら確率 α で i1 = 1とする。次に隣接 2格子の状態 {(ik, ik+1)}k=2,4,...,L−2 それぞれに対

し、ローカルな状態更新を行う。最後に、隣接 2格子の状態 {(ik, ik+1)}k=1,3,...,L−1 のぞれぞれに

対し、ローカルな状態更新を行う。

3.2 SU model の 行列積型定常状態

§3.1 の時間発展演算子 (転送行列)は、

TSU := (T ⊗ · · · ⊗ T )︸ ︷︷ ︸
(L/2) 個の tensor 積


L ⊗ T ⊗ T ⊗ · · · ⊗ T︸ ︷︷ ︸

(L/2−1) 個の tensor 積

⊗R


 (9)

6A が存在しなければ、式 (7) を使えないことに注意。
7ただし、ここでは論文 [7] のモデルにおいて γ = δ = 0 としたものを扱っている。
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である。したがって、定常状態は

TSU P SU
L = P SU

L (10)

の解 P SU
L

(
その成分は

{
P SU

L ({i})
})
である。P SU

L が

P SU
L ({i}) = 〈W |A(i1)B(i2)A(i3)B(i4) . . . A(iL−1)B(iL)|V 〉 (11)

のような行列積型で書けるとしてみよう。ただし、{A(i), B(i)}i=0,1 は (M =)2次元正方行列、〈W |
および |V 〉は、それぞれ (M =)2 次元の横ベクトル、縦ベクトルだとする。じつは、式 (11)の右
辺が定常状態であるためには、{A(0), A(1), B(0), B(1), 〈W |, |V 〉} が式 (7) を満たせば良いことが
分かる [7]。実際、式 (7)を用いれば、式 (11)の右辺が式 (10)の解となっていることを示せる。

3.3 SU model の 行列積型定常状態の構成

SU model の行列積型定常状態 (11)を構成する {A,B, 〈W |, |V 〉} を求めたい。この時、行列積
型定常状態の構成部品としては、それぞれを相似変換したもの {Ã, B̃, 〈W̃ |, |Ṽ 〉} を求めても良い
事に注意する。ここで、S−1AS =: Ã、S−1BS =: B̃ の記法を用いた。
以下のようにすれば、{A,B, 〈W |, |V 〉} を導ける。まず、式 (11)のうち、{B̃, 〈W̃ |, |Ṽ 〉} を使っ
て作った「式 (5)の右辺」は、§2の OSU model の行列積型定常状態であることに注意しよう [6]。
§2.2で述べたように、(小さい L の) OSU model の定常状態を求め、これが行列積型となるため
の条件から {B̃, 〈W̃ |, |Ṽ 〉}が求まる。最後に式 (8) から Ãを求めれば良い、ということになる。8

以上のようにして求めた SU model の行列積型定常状態解は、論文 [7]に記載のものと一致した。

4 まとめ

Ordered sequential update、sublattice update のそれぞれで時間発展する 1次元 ASEP model
は、モデル・パラメタがある条件を満たすと 2次元行列の積で構成される定常状態を持つ。それら
の条件、および、2次元行列の求め方が分かった。
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