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充分発達した乱流 (以下混乱のない限り，単に，乱流と記
す)の理論的研究は，慣性領域における乱雑速度場の自己相
似性の仮説に基づいた Kolmogorov [1] の次元解析 (K41)
から始まった。LandauのK41に対する批判や Heisenberg
による予備的研究の後，自己相似性の破れ，すなわち，速
度場における間欠性を扱う方法は主に２つの方向に発展
した。一つはダイナミカルな方法であり，もう一つはアン
サンブル的方法である。ダイナミカルな方法では，確率的
Navier-Stokes (N-S)方程式を摂動論で直接扱う。他方，ア
ンサンブル的方法では，渦がエネルギー・カスケードを構
成するものとして乱流を統計力学的に解析する。アンサン
ブル的方法の中でも，「マルティフラクタル解析」と呼ばれ
る新しい理論体系とその枠組みで提唱されたモデル (A&A
モデル)によって，最近の高精度な実験やシミュレーション
で得られた結果を高精度に再現できることが明らかになっ
て来た [2–8]。
乱流が実現する状況 (高Reynolds数)において，乱流の

基礎方程式であるN-S方程式はある尺度変換不変性を持つ
が，それに起因する特異性が速度勾配や流体粒子加速度に
現れる。マルティフラクタル解析は，「その特異性強度が実
空間にマルティフラクタル分布している」という仮定 [9]
を踏襲し，それが間欠性の原因であるとして構築されたア
ンサンブル的統計理論である [2–8]。確率密度関数 (PDF)
の裾野部分は，この特異性分布が決定している。理論に現
れるパラメータは，間欠性の強さを示す間欠性指数が与え
られると一意的に決まる。一方，N-S方程式には尺度変換
不変性を破る項 (散逸項)があり，観測される PDFには当
然この影響も含まれているはずである。しかし，これまで
の乱流のアンサンブル理論にはこの効果を取り込んだもの
はなく，そのほとんどが m次速度構造関数 (速度揺らぎの
m次モーメント)のスケーリング指数を観測結果と比較す
る段階までに止まるという状況であった。マルティフラク
タル解析では，この影響は，標準偏差より狭い中心部分の
PDFを決定するものとして取り込まれている。すなわち，
間欠性を示す系の PDFが呈する広がった裾野部分は系の
持つ大域的な性質が決定し，一方，PDFの中心部分は系
を構成している渦の局所的な性質が反映しているものと仮
定しているのである。
マルティフラクタル解析は，観測された PDFを高精度

に再現できるので，中心部分の解析により系の局所的な構
造やダイナミックスの情報抽出が可能であり，ダイナミカ
ルな方法に対しても実り多い洞察を与えることが期待され
る。また，PDFが大偏差統計を呈する他の多くの系（量
子乱流の各種 PDF，粉粒体の速度 PDF，銀河の相対速度
PDF，高エネルギー対消滅衝突の運動量分布，株価変動の
PDF，交通流に関わるPDFなど）の解析手法としてのマル
ティフラクタル解析の展開も大いに期待できる。Leonardo
da Vinciによって乱流の注意深い観察が成された１５１３
年から数えると５００年近くに亘る，あるいは，Reynolds
によって系統的な実験が成された１８８０年頃から数えて
もすでに１２０年に亘る，「乱流の素過程である間欠性の本
質を探る」という物理学における難問への新しい観点での
挑戦である。
距離 �n離れた２点間での流速場 �uの適当な１成分 uの

差 (揺らぎ)

δun = |u(• + �n) − u(•)| (1)

を考えよう。格子乱流 (桟の間隔を �inとする)では，格子
の少し下流に直径が �in 程度の大きな渦 (格子の下流に出
来る渦で最も大きいサイズ)が現れる。この渦の回転の速
さを，δuin = |u(• + �in) − u(•)| と置く。渦は流れに乗っ
て下流へと流されて行くが，その過程で小さい渦が次々と
産み出されて行き，大小の渦が混在した乱流状態 (充分発
達した乱流)が形成されるのである。この状況を記述する
ために，次々と生成される渦のサイズを

�n = �inδn, δn = 2−n (n = 0, 1, 2, · · ·) (2)

と置く。ただし，nは，より小さい渦が順次形成されるカ
スケードのステップ数を表す。�n=0 = �in は格子の網目
サイズ，従って，最大渦の直径である。乱流では常に同じ
調子で流速場が乱れている訳ではなく，乱れの調子が時々
刻々と変化し，しかも時折爆発的な乱れが観測される。カ
スケード・モデルは，この間欠現象を表現するものとして
導入された。
直径が �n ∼ �n + d�nの渦が持つ単位質量あたりの運動

エネルギーを

En =
∫ kn+1

kn

dk Ek = δu2
n/2 (3)

で定義する。ただし，kn = �−1
n ,と置いた。δun は，この

渦の周辺の回転の速さである。Ekはエネルギー・スペクト
ルと呼ばれる。この渦には２つの特性時間 (緩和時間)が考
えられる。一つは，渦がほぼ一回転するのに要する時間：

tn = �n/δun (4)

である。これは，直径 �nの渦が，その運動エネルギーを
直径 �n+1の渦へ受け渡すのに要する時間 (寿命)と解釈さ
れる。そうすると，直径 �nの渦から直径 �n+1の渦への単
位時間・単位質量あたりのエネルギー輸送率 εnが，

εn ∼ En/tn ∼ (δun)3/�n (5)

と見積もられる。カスケードの各ステップ (例えば，n番
目のステップ)で渦は 2個 (δ = 2)に分裂するが，その際，
単位質量あたりのエネルギー輸送率 εn で，直径 �nの渦か
ら直径 �n+1の渦へエネルギーが受け渡されると考えるの
である。もう一つの特性時間は，散逸のために渦の運動エ
ネルギーが熱に変換するのに要する時間：

tdiss
n ∼ �2

n/ν (6)

である。これは，動粘性率の次元が [ν] = L2/T であるこ
とを用いて作った時間の次元を持つ量として与えられたも
のである。tn � tdiss

n を満たす状況では，渦への散逸の影
響は無視できる。一方，tn � tdiss

n では，回転のエネルギー
があっという間に熱に変換されてしまうので，渦は存在で
きない。
ところで，乱流のエネルギー・スペクトルで観測される

普遍的な傾斜−5/3を説明するに当たって，Kolmogorovが
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1941年の議論 (K41)で仮定したことは，「tn � tdiss
n が成立

し，散逸の影響が無視できる領域では εnが nによらず一
定である (εn = ε)」というものである。これを (5)に代入
すると，δun ∼ (ε�n)1/3, En ∼ (ε�n)2/3 を得る。このとき，
tn ∼ (�2n/ε)1/3となる。これより，小さい渦ほど早くエネル
ギーを受け渡して行くことが分かる。条件 tn = tdiss

n (≡ τη)
を満たす渦の寿命と直径 ηは，τη = (ν/ε)1/2, η = (ν3ε)1/4

と見積もられ，それぞれ，Kolmogorov時間，Kolmogorov
散逸長と呼ばれる。けっきょく，乱流のエネルギー・スペク
トルの形状は，渦の直径の逆数 (kn = �−1

n )を波数 kの目安
として，３つの領域に分けて議論出来ることが分かる。格
子の網目サイズ �in程度の波数領域は，そこが乱流系への
エネルギー注入源 (エネルギー注入率 ε)であるので，エネ
ルギー注入領域と呼ばれる。渦の直径が �in � �n � ηを満
たす領域は，散逸の影響が無視できる領域で，慣性領域と
呼ばれる。そこでは，渦のエネルギーは順次小さい渦へ受
け渡されてゆく。この領域でのエネルギー・スペクトルは，
(3)より，Ek ∼ Enk−1

n ∼ ε2/3k−5/3 となり，目的の傾斜が
導かれる。これは Kolmogorovスペクトルと呼ばれる。渦
の直径がさらに小さくなり η程度になると，散逸の影響が
無視できなくなり，乱流系のエネルギーは熱となって系外
に放出される。この領域は，散逸領域と呼ばれる。ところ
で，この系のReynolds数は，Re = δuin�in/ν = (�in/η)4/3

と表され，高 Reynolds数 (Re � 1)の乱流では慣性領域
が広い (�in � η)ことが分かる。
乱流を特徴付ける量として，m次速度構造関数 (速度揺

らぎのモーメント)

〈(δun/δuin)
m〉 = (�n/�in)

ζm (7)

のスケーリング指数 ζmがある。ただし，平均 〈· · ·〉は適
切な時間平均や空間平均，あるいはアンサンブル平均をと
るものとする。実は，「この平均を如何なる分布関数でとる
か」を探るのがここでの中心課題なのである。K41でのス
ケーリング指数は，ζm = m/3 で与えられる。
ここでは，流体の質量密度 ρ = ρ(�x, t) が一定の非圧縮

性流体を考えることにする。この場合，流速場 �u = �u(�x, t)
が満たす N-S方程式は，

∂�u/∂t + (�u · �∇)�u = −�∇p + ν∇2�u (8)

と書ける。ただし，p = p̌/ρと，動粘性率 ν = η̌/ρを導入
した。p̌ = p̌(�x, t)は流体の圧力，η̌は粘性率である。非圧縮
の条件は，流速場が発散を持たないことを示す式：�∇·�u = 0
となる。
乱流の間欠性が顕著な領域では，N-S方程式の散逸項の

寄与が他の項 (特に，対流項)の寄与に比べてたいへん小
さい。そこで，散逸項を無視したときに成り立つ尺度変換
(動粘性係数 νを変換しない)：

�x → �x′ = λ�x, �u → �u′ = λα/3�u,

t → t′ = λ1−α/3t, p → p′ = λ2α/3p (9)

(αは任意の実数)に対して不変となる現象を抽出すること
を考える。「発達乱流状態では，見る尺度を変えても流速
場の様子が変わらない」という観測事実を第０近似で取り
込むために，この尺度変換不変性を利用するのである。た
だし，散逸項はゼロではないので，考える領域によっては
この項の寄与が顕著になることを忘れてはならない (以下
の議論参照)。
それでは，変換 (9)で不変となる現象とは，どのような

性質を持つものであるかを調べてみよう。この尺度変換不
変性より

δun/δu0 = δα/3
n , δpn/δp0 = δ2α/3

n , (10)

を得る。距離 �n離れた２点間での圧力差を質量密度で割っ
た δpn = |p(• + �n) − p(•)| も重要な測定量である。また，
(5)と (10)より，

εn/ε = δα−1
n (11)

が得られる。ただし，ε = εin = ε0 と置いた。速度導関
数と流体粒子加速度は，それぞれ，|u′| = limn→∞ u′

n，
|�a| = limn→∞ an で記述される。ただし，特徴的長さ
�n に対応する「速度導関数」を u′

n = δun/�n，「加速
度」を an = δpn/�n とした。流体粒子の加速度 �a は，
�a = ∂�u/∂t + (�u · �∇)�u で与えられる。速度導関数と流体
粒子加速度が，それぞれ，α < 3と α < 1.5で特異性を
持つことが分かる：|u′| ∝ lim�n→0 �

(α/3)−1
n → ∞, |�a| ∝

lim�n→0 �
(2α/3)−1
n → ∞。エネルギー輸送率も，α < 1で

特異性を持つ：limn→∞ εn/ε0 = limn→∞ δα−1
n → ∞。指

数 αは，その特異性の度合いを表す指標となっている。実
際には実験や数値計算における解像度が有限なので，ここ
で言う特異性とは，「異常に大きな値をとること」程度に理
解していただくのが適切であろう。

K41の議論では εnが nに依らず一定としているので，
(11)より，α = 1の場合に対応することが分かる。こうし
て見ると，尺度変換 (9)に現れた αが任意であることは，
εnを確率変数とみなせること (すなわち，εnに揺らぎを導
入できること)を意味するのである。これは，Landauが
K41を批判したことへ一つの解答を与える可能性を示して
いる。つまり，直径の同じ渦でもそのエネルギー輸送率は
種々の値を取るのである。(10)より，速度揺らぎや圧力揺
らぎも確率変数と考えるのである。その値の分布 (つまり，
αの分布)は N-S方程式の対流項 (非線形項)と散逸項の
微妙なバランスで決定している訳であるが，その分布が如
何なるものであるのかを知ることが乱流の間欠性を解明す
ることへと繋がるのである。マルティフラクタル解析は，
αの分布と測定結果を結びつける系統的な理論体系を提供
する。

Bodenschatzらの実験 [10]は，乱流中に流し込んだ試験
粒子 (直径 46 µm)の直接追跡 (Lagrange描像の測定)によ
り流体粒子加速度を測定した画期的なものである。

αと εnは，εn �= 0のとき，(11)で結ばれている。空間
(d次元，体積 �d

0)を体積 �d
nの箱で隙間なく埋め尽くすと，

その数は δ−d
n である。その一つの箱に注目したとき，その

箱の中で εn/εが零と異なる εn/ε ∼ εn/ε + d(εn/ε) の範囲
の値を持つ渦を発見する確率 P

(n)
ε (εn/ε)d(εn/ε)が，

P (n)
ε (εn/ε)d(εn/ε)P (n)

εn �=0 = P (n)(α)dα (12)

で与えられるとする。ただし，P
(n)
εn �=0は，選んだ箱が ε �= 0

の条件を満たしている確率である。これは，εn �= 0の箱が
占めている空間のフラクタル次元 D0での箱の数 δ−D0

n と
すべての箱の数 δ−d

n との比で与えられる：

P
(n)
εn �=0 = c1δ

d−D0
n . (13)

一方，αで特徴づけられる渦は，フラクタル次元 fd(α)で
空間を占めているとする。注目している箱に α ∼ α + dα
の範囲の値を持った渦を見つける確率は，フラクタル次元
fd(α)の空間を埋め尽くしている箱の数 δ

−fd(α)
n とすべて

の箱の数 δ−d
n との比で与えられると考えると，

P (n)(α)dα = c2(α)δd−fd(α)
n dα (14)
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となる。(13)と (14)を (12)に代入すると，けっきょく，

P (n)
ε (εn/ε) = (c2(α)/c1 ln δn) δ1+D0−α−fd(α)

n (15)

が得られる。以下，規格化係数 c2(α)の α依存性は無視で
きるものとして考察を進める。
以下の関係で，質量指数 τd(q̄)を導入する。

Z
(n)
d ≡

∑
箱の数

(
εn�d

n

ε0�d
0

)q̄

=
∑
箱の数

δ(α−1+d)q̄
n ∝ δ−τd(q̄)

n (16)

箱の数に関する和を α積分で表し，この積分を極限 δn → 0
(n → ∞) で最速降下法にて評価すると，関係式

fd(α) − (α − 1 + d)q̄ = τd(q̄), q̄ = dfd(α)/dα (17)

を得る。ただし，
∑

箱の数
=

∫
dαρ(α) δ

−fd(α)
n の書き換えで導

入した密度ρ(α)のα依存性を無視する。これは，α−1+d =
−dτd(q̄)/dq̄ と併せて，fd(α)と τd(q̄)の間の Legendre (ル
ジャンドル)変換を構成している。fd(α)はマルティフラ
クタル・スペクトルと呼ばれる。なお，一般化次元 (Rényi
次元) Dq̄は τd(q̄) = (1 − q̄)Dq̄ にて導入される。
エネルギー輸送率の q̄次モーメントは，質量指数を用い

ると，

〈
(εn/ε)q̄〉 ≡

∫ ∞

0

d (εn/ε) (εn/ε)q̄
P (n)

ε (εn/ε)

∼ δ−τd(q̄)+D0−q̄d
n (18)

で与えられる。確率の規格化条件：〈1〉 = 1より τd(0) =
D0 = fd(α0) を得る。また，エネルギー保存則：〈εn〉 = ε
より τd(1) = D0 − d となるが，Dq̄ が有限であれば一般
に τd(1) = 0であるので，フラクタル集合の受け皿次元
D0が D0 = d と求まる。さらに，間欠性指数 µの定義：〈
ε2n

〉
= ε2δ−µ

n より µ = τd(2)−D0 + 2dが得られる。これ
らをまとめると，

τd(0) = d, τd(1) = 0, µ = d + τ(2) = d − D2 (19)

となる。なお，(19)の第１式は，d次元空間を覆うのに必
要な一辺の長さ �nの箱の総数が

∑
箱の数

1 ∝ δ−d
n であるこ

とより，常に成立する。(7)で定義されたm次速度構造関
数のスケーリング指数は，

ζm = 1 − τd(m/3) (20)

で与えられる。以下，流速場１成分の時系列データ解析
を想定し，d = 1 の場合を考察する。fd=1(α) = f(α)，
τd=1(q̄) = τ(q̄)と記す。

A&Aモデルでは P (n)(α) として，エントロピー・パラ
メータ qの Rényi型 (あるいは，Tsallis型)分布

P (n)(α) ∝
[
1 − (1 − q) ln 2

2X
(α − α0)2

]n/(1−q)

(21)

を採用する [2–8]。α の範囲は αmin ≤ α ≤ αmax で
ある。αmin と αmax は，αmax − α0 = α0 − αmin =√

2X/(1 − q) ln 2 で与えられる。
(21)を (14)の左辺 (d = 1)に用いると f(α)が得られ，

Legendre変換 (17)により，質量指数は

τ(q̄) = 1 − α0q̄ + 2Xq̄2/(1 +
√

Cq̄)

+
[
1 − log2(1 +

√
Cq̄)/(1 − q)

]
(22)

と求まる。ただし，Cq̄ = 1 + 2q̄2(1− q)X ln 2である。大
きい |q̄|での τ(q̄)の q̄ 依存性に対数項 log2 |q̄|が現れるの
が，A&Aモデルの特徴である。
３つのパラメータ α0，X，qは，エネルギーの保存則：

(19)の第２式，間欠性指数 µの定義：(19)の第３式，そ
れと，スケーリング則：(1 − q)−1 = (α−)−1 − (α+)−1 の
３つの条件式で，µの関数として与えられる。ただし，α±
は f(α±) = 0を満たす。
種々の理論で得られた m次速度構造関数のスケーリン

グ指数 ζm と，文献 [11]の数値実験 (Re = 32 000)で得ら
れたスケーリング指数との比較を行った結果，A&Aモデ
ルのスケーリング指数がたいへん正確に測定結果を再現し
ていることが判明した [3]。
スケーリング指数は，その元になるPDFの性格を反映し

た量である。その正確な再現に成功したので，次は，PDFそ
のものを求めることに挑戦してみよう。|xn| ≡ |δxn/δx0| =
δ

φα/3
n でαと関連しているある物理量の揺らぎ δxn = |x(•+

�n)−x(•)|を導入する。このとき，|x′| = lim�n→0 δxn/�n

で定義される空間導関数は，α < 3/φで発散する。|x′|は，
φ = 1，φ = 2のとき，それぞれ，速度導関数，流体粒子
加速度を，また，φ = 3のとき，形式的にエネルギー散逸
率 (11)を表していることが分かる。さて，物理量 xn の値
を xn ∼ xn + dxnの範囲に見つける確率 Π(n)

φ (xn)dxnは，
一般に

Π(n)
φ (xn)dxn = Π(n)

φ,S(xn)dxn + ∆Π(n)
φ (xn)dxn (23)

のように２つの部分に分けられると考える。ただし，第 1
項は，特異点が実空間にマルティフラクタル分布している
ことに起因する物理量 xnの異常部分からの寄与を記述し
ており，|xn|と αの変数変換を通じて

Π(n)
φ,S(|xn|)dxn ∝ P (n)(α)dα (24)

で与えられる部分である。一方，第 2項∆Π(n)
φ (xn)dxnは，

N-S方程式における散逸項や測定誤差による寄与を記述し
ている。散逸項は尺度変換に基づく不変性を破るので，上
記の特異性の分布に対する考察では無視されていた。第 2
項は，第 1項への補正項である。特異性に起因する部分の
|xn|の値は大きく，間欠性に関わる大偏差を記述する。補
正項の寄与する部分の |xn|の値は自分自身の標準偏差と比
べて小さい。PDFの規格化は

∫ ∞
−∞ dxnΠ(n)

φ (xn) = 1で与
える。各項は２つの確率分布関数，1)二つの独立な原因の
うちの，何れからの寄与であるかを決める確率分布関数と，
2) xn ∼ xn + dxnの範囲に xnを見つける条件付確率分布
関数，の積となっている。通常，測定された PDFは左右
非対称であるが，以下では，「非対称性は間欠性の素過程に
起因するものではない」と仮定して，対称化した PDFを
調べることにする。
変数 |xn|の m次構造関数 (モーメント)は，

〈〈|xn|m〉〉φ ≡
∫ ∞

−∞
dxn|xn|mΠ(n)

φ (xn)

= 2γ
(n)
φ,m + (1 − 2γ

(n)
φ,0)aφm δ

ζφm
n (25)

で与えられる。ただし，2γ
(n)
φ,m =

∫ ∞
−∞ dxn|xn|m∆Π(n)

φ (xn)，

aφm = [2/C
1/2
φm/3(1 + C

1/2
φm/3)]

1/2，ζφm = 1 − τ(φm/3) で
ある。なお，ζφmが nに依存しないのは尺度変換不変性の
現れである。
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FIG. 1. 確率密度関数の構成。(a)対数尺度，(b)線形尺度。

観測で得られた PDF と比較するために，標準偏差
〈〈x2

n〉〉1/2 でスケールした新たな変数 ξn = xn/〈〈x2
n〉〉1/2 で

書かれた PDF，Π̂(n)
φ (ξn)，を Π̂(n)

φ (ξn)dξn = Π(n)
φ (xn)dxn

により導入する。さて，ξ∗n ≤ ξn を満たす大きな揺らぎ
(PDFの裾野部分)に対しては，(23)の補正項 (第２項)か
らの寄与は無視できると仮定する。つまり，この部分は
(24)を通じて P (n)(α)が決定していると考えるのである。
図 1の実線は，特異性のマルティフラクタル分布に起因
する P (n)(α)dαの Π̂(n)

φ (ξn)dξnへの寄与を示したものであ
る。特異性からの寄与は，ξn ≤ 1 (xnの標準偏差以下)では
急激に小さくなっているのが分かる。ξn ≤ ξ∗nの部分 (中心
部分)の Π̂(n)

φ (ξn)を与える理論が未だないので，ここでは，
新たにエントロピー指数 q′の Rényi型 (あるいは，Tsallis
型)PDFで与えられると仮定して解析を進める [3]。図 1の
点線部分がこの寄与を表している。ξn ≤ ξ∗nでの点線と実
線の差の部分が，(23)の補正項からの寄与を与えている。
中心部分と裾野部分の２つの PDFは，関数値とその傾き
が ξn = ξ∗nで一致するように接続する。ξ∗nは，n � 1で
Π̂(n)

φ (ξ∗n) の n依存性が最小となる点を採用する。そのと
き，ξ∗nに対応する α∗の値は，ζ2φ/2−φα/3+1−f(α) = 0
の小さい方の解で与えられる。PDFの裾野部分は間欠性
指数 µ とマルティフラクタル深度 n (あるいは，距離 �n)
でほぼ決まり，中心部の PDFは主に q′に支配される。
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FIG. 2. 流体粒子加速度 PDF。(a)対数尺度，(b)線形尺度。

図 2に，流体粒子加速度 PDF：Λ̂(n)(ωn) (変数 ωnは標
準偏差で規格化した加速度)を掲げた [7]。(a)の対数尺度
では裾野部分が見やすく，(b)の線形尺度では中心部分が
見やすい。観測結果 PDFが黒丸，A&Aモデルが実線で示
されている。図を見やすくするために，(a)では各 PDFを
−4，(b)では −0.4垂直方向にずらしてある。図 2の上が
後藤ら [12]により抽出された流体粒子加速度 PDF，下が
Bodenschatzら [10]により観測された流体粒子加速度PDF

である。流体粒子加速度 PDFはほぼ左右対称であるので，
報告されたデータをそのまま用いて比較を行った。いずれ
の場合も，µ = 0.240，q = 0.391, α0 = 1.14，X = 0.285
である。中心部分と裾野部分の A&Aモデルでの繋ぎ目は，
図 2の上と下が，それぞれ，ω∗

n = 0.539, 0.547 (α∗ = 1.01
共通)の点である。裾野部分は α < α∗であり，α < 1では
加速度が (速度揺らぎやエネルギー輸送率も)異常性を示
すことを思い出すと，マルティフラクタル PDF解析の整
合性が確認できる。
乱流の３つのマルティフラクタル・モデル (対数正規モ

デル [13–15]，Pモデル [16,17]，A&Aモデル)でマルティ
フラクタル PDF解析を行って得られた各種 PDFの比較
競争をするために，実験 (あるいは，数値実験)で得られた
PDFを解析した。その結果，A&Aモデルが優れているこ
とが示された [7]。古典乱流ばかりでなく量子乱流 [18]に
おいてもマルティフラクタル解析が有効であり [8]，間欠
性の素過程を探る手掛かりが得られたと言えよう。
さらに，粉粒体乱流 (granulence) [19]で測定された速度

揺らぎ PDFや，経済物理学 (econophysics) [20]における
株価変動に対する定常PDFもマルティフラクタル PDF解
析により調べられ，いずれの場合もたいへん良く再現でき
ている [5,3]。これらの系ではエネルギー保存則は成立して
おらず，それぞれの系に特有の条件でパラメータの µ依存
性を決定する必要がある。マルティフラクタル解析ではそ
れが可能なのである。
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