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1 はじめに

様々な形状の砂丘の中でも、パルハンと呼ばれ

る三日月型の孤立砂丘1は移動が速く、砂漠地帯

を走る石油ノ号イプラインを埋没させたり、道路

や鉄道を塞ぐなど人間の生活への負の影響が大

きいことが知られている。一方で、背景から区

別しやすいパルハン特有の形状は、定量的な砂

丘研究の格好の対象となってきた［1, 2, 3]o 特に

近年の計算機の発達とともにパルハンの形状形

成過程の数理模型の提案と改良がなされてきた

[4, 5, 6, 11, 12, 13, 14, 15］：ただし、これらの数

理模型の多くは単独のパルハンの形成過程や移

動過程を取り扱ってきたものである。しかしな

がら、砂漠地帯で生成され移動するパルハンの

多くは群をなして移動している。すなわち、孤

立砂丘といえども、多くの状況で近隣の砂丘と

砂のやりとりなどを通して相互に依存しあうも

のと考えられる。

今回の研究では、各個別のパルハンを孤立し

た系とは見なさずに成長や定常状態に関しても

相互に影響をおよぽしあっていることを前提と

して砂丘の群模型を構成した。これによって、砂

丘集団におけるサイズの分布や、その時開発展

について単独砂丘のみを考慮した議論では得ら

れなかった新しい知見を得た。

2 模型

我々の模型では i）各砂丘の移動、 ii）速度の異な

る隣接砂丘間の衝突合体、 iii）砂粒の流れによる

近接した砂丘間の相互作用、を考慮して動力学

を構成する。実際のパルハン群は（上空から見
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1 ;1ド文において「孤立砂丘」とは、移動可能な乾燥砂の層

が十分に見られない硬い（もしくは湿った）地磁の上に局所
的に砂が集積してできた砂丘をさす。孤立砂丘はー偶一個が
有限範倒の体穏をもち、他の砂丘から空間的に孤立している。
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図 1：一次元砂丘群模型の概念図

て）、 2次元的に広がっているが、簡単のため、

まず同一直線上に砂丘の断面形が並んだ 1 次元

模型（図 1）を構成し、数値計算結果と解析を報

告する。 2 次元模型については、現在は模型の

構成の途上であり、図 7 で模型の概要のみを紹

介する。以下順を追って説明していく。

［砂丘の移動！
パルハンは高さに応じた速度で移動することが

知られている。典型的なサイズの砂丘では、お

およそ高さに反比例した速度で移動する。これ

は、各砂丘の質量と各砂丘表面を移動する砂の

総量の比がおおよそ 1/H に比例していることに

起因する。今回の模型では、いくつかの観測報

告をもとに

む（H) =A 十一互一 (1) 
H+C 

という関係を用いる（図 2(a））。ここで A,B,C は

定数である。各砂丘の運動によって、 i-1 番目

と i 番目の砂丘間距離ムは時間とともに

dLi 
」＝v(Hi) -v(Hi-1) (2) 
dt 

のように変化する。

［砂丘の衝突合体］

異なる砂丘間の相互作用として i）衝突合体によ

る直接的な相互作用、 ii）砂の流入流出を通した

間接的なやりとりを考慮する。まず、衝突合体で

あるが、式（1)(2）のダイナミクスに従い直線上
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る （qo は砂丘のない平らな地面上での砂の流れ、

α は正定数） Momi2,Momi6o 第二括弧内の記号

TE は「捕獲率（もrap e血ciency)J と呼ばれるも

ので砂丘頂上を通過した砂がその後同じ砂丘の

風下側斜面に捕獲される割合である［1, 11, 13]o 
十分サイズの大きい砂丘では頂上を通過した砂

のほぼ全てが風下側に捕獲され TE= 1 となる

が、一方、砂丘が小さくなるにつれて捕獲率は O

に向かう。これを TE(H) ＝出呼盟l （β は正
定数）と模型化すると ］（H） の具体的な関数形

は図 2(b）に示された様になる。

また、砂丘の高さと質量は一対ーの対応、

M ＝ γh2 （γ は砂粒の空間充填率と砂の密度の

積。）になっているものと仮定すると（5）の関

係は

l~l::---一一｜
開制，＿，，，叩酬明

(b) 

(a) 

(6) 

のように書き換えられる。ただし、 J(Hi) = 

J(Mi） また、高さが砂丘として存在しうる下限

値 HMIN 以下、もしくは質量が下限値 MMIN

以下になった t 番目の砂丘は自動的に、 i+l 番

目の砂丘に吸収されることにする。

以上の操作を繰り返し系の時開発展を見る。
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図 2: (a) パルハン砂丘の移動速度（旬）と高さ（H）の関
係。および（b）砂の流出震（J ）とパルハン砂丘の高さ（H)
の関係

を異なった速度の砂丘カ移動し、隣接した砂丘同

士が風下側の砂丘の裾野の長さ（砂丘の高さに

比例）以下の距離 Lc(H） に接近したときに衝突

合体が起こる。このとき、衝突合体前の i番目の

砂丘に含まれる砂の質量を Mi(i = 1,2ぃ .N）、

i-1 番目と i 番目の砂丘聞の距離を Li として、

Li < Lc(Hi+i ） の場合、

上の模型に従って数値計算を実行した。今回調

べたものは、初期条件分布に依存した砂丘群の

サイズ分布の時開発展である。初期条件として、

下限 Hm仰と上限 Hm仰の聞に一様ランダムに

高さ分布した砂丘群を用意し、これらを 1 次元

の硬く侵食ができない地面の上に等間隔に配置

した。

十分時闘が経過した後のサイズの分布を見る

と、おおまかに 2種類に分かれた。一方はすべ

ての砂丘のサイズがほぼ一様に揃った状態（一

様状態－I)、もう一方は単独の砂丘のみが巨大他

し残りの砂丘を吸収してしまった状態（単独状

態－II）。最終状態に至るまで過程もおおまかに

は上の 2種類に分かれるが、単独状態に至る過

程の中で、時開発展の途中までは一様状態に近

付く場合（II-i）と、最初から単独状態に直接向か

う場合（II-ii）がある。

これらを分類して初期サイズ分布との関係を

表したのが図 3 である。図 3 は上述の説明に対

数値計算3 

(3) 

という書き換え操作を行う。ただし、各左辺は

合体後の t 番目の砂丘に含まれる質量、および、

i-1 番目の砂丘 i 番目の砂丘間の距離。同時に、

衝突合体した砂丘より風下側の砂丘や砂丘間距

離についても番号のつけ換え、

l異なる砂丘閣の砂のやりとり l

次に間接的な相互作用であるが、各砂丘は単位

時間に頂上の高さに応じた量 ］（H） の砂を風下

に排出し、この砂は一つ風下側の隣接砂丘によっ

て受け止められるものとする。

(4) 

Li • Li+ LH1 

Li' • Li1+1 Mi' • Mi1+1 

Mi • Mi i+M包

を行う。

(5) 

ここで ］（H)= (qo ＋ αH)(l-TE）。右辺の第一
括弧内は、高さ Hの砂丘頂上での砂の流量であ
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dM；侵 M
-2  = J(Hi-1) -J(Hi) 
dt 
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図 3：系の最終サイズ分布および最終分布への道筋を考慮
すると、初期のサイズ分布に応じて次の 3種類のダイナミク
スに分類できる。（I）一様分布への移行 (leveling：図中では
十字マーク）. (II-i）最初一様方向に進んだあと、辰終的に
は単独状態へ移行（marginal：闘中では三角マーク）. (II-ii) 
単独状態への移行（coarsening：図中ではダイアモンドマ｝
ク）。（II-i）と（II-ii）の違いは、系の砂丘サイズの分散の時
間発展の違い（図 4 を参照）

応して、 3 つの領域，I),II-i) ,II-ii）に分けられる。

また図 4 では、図 3 中の 3 つの領域に対応する

砂丘の高さの 2乗分散の時開発展を示した。上

のそれぞれの場合、 I) 2 乗分散が「局所的に」減

少、 II-i）「局所的に」減少から「局所的J 増加へ

の転換、 II-ii）「局所的に」上昇している。ここ

で局所的と断ったのは、衝突合体によって砂丘

の総数は減少し、たとえ単独のパルハン砂丘の

みの（一様状態の逆の）終状態でも分散は 0 に

なるからである。

特に注目するべき点として、 i）一様状態が実

現される場合の砂丘のサイズには上限MMAX が

あり、これより大きいサイズの一様分布は実現

されない。また、 ii)MMAX より大きいサイズの

砂丘がたとえ一個でも初期に存在する場合には

サイズの一様化は起こらず単独状態のみが最終

分布となる。

4 解析

上の数値計算を説明するためにいくつかの解析

を行う。

[2 砂丘系の非衝突の解析］

簡単のためにまず衝突合体を無視した場合にお

ける周期境界の 2砂丘系を考える。すなわち

dM1 

dt 
dM2 

dt 

J(M2) -J(M1) 

J(M1) -J(M2) 

ミ包？？

守，，白山

＇~一一
/’ 

図 4：砂丘サイズの分散の時間発展（実線）。上から図 3 の、
I）十字マーク（サイズ一様化）、 II-i）ダイアモンドマ｝ク
（単独状態への移行）、 II-ii）三角マーク（一様化の途中から
単独状態への移行）に対応。点線は砂丘の平均サイズの時間
変化。
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図 5：衝突が起こらない場合の2砂丘系のダイナミクス。 2
つの砂丘の高さが J(H1) > ](H2 ） を満たすとき、砂丘 2
は成長、砂丘 1 は縮小。 1,2，を置き換えても同様の議論が
できる。一方、 ］（H1) = J(H2）の場合はつりあいの状態で
いずれの砂丘のサイズも変化しない。微小な変動に対する安
定性は ］＇（H1) -J1(H2 ） の符号による。ただし、 J’ （H） は
生袈i を意味する． （文中では H を M （砂丘の質震）と寵
き換えて Jを J と置き換えて議論している。ただし砂丘の
高さのこ乗と砂丘の質賃は比例するものと仮定した。）
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を満たす糠上の点すべてである。すなわち、 ち、 J'(M) > 0 の範囲（言い替えれば O<M<
i)M1 = M2 の直線上の点、 ii)(MMAx,MMAX) MMAX） では、一様サイズの砂丘が安定して存
から右下に延びて（Mc,O）に至る曲線上の点で

ある。ただし、 MMAx,Mc は図 6 に（対応する

高さ HMAx,Hc で）示したように、それぞれ、

J(M） が最大値となる M の値、 J(M) = J(O）と

なる Mの値である。線形安定解析を行うと、上

の i）において M1 = M2 上の M < MMAX の
領域で固定点が安定となるが、 M < MMAX の
領域で不安定となる。また、上の ii）における安

定性は J'(M2）十 J'(M1）の符号に依存して決ま

る。 2砂丘系の場合は図 6 より明らかなように、

J'(M2 ） 十 J'(M1）が正／負の場合、安定／不安定

となる。今回の模型では J’（M2）十 J'(M1) > 0 

が成りたち安定となる。ここで、砂の総量 M1

十 M2 は時間変化しないことを考慮すると位相

空間（（M1,M2）の空間）中の解の時開発展は図

6 中の矢印のように直線 M1 =M2 に垂直な方向

のみに動くことがわかる。

この図 6 によって、初期条件における

(Mmin,Mm師）の組合わせと最終状態の行き先

（平均化された状態か、片方が淘汰された状態

か、もしくは平均化されずに共害している状態）

が対応付けられる。以上の議論より、 2砂丘系

の議論のみでも先の数値計算で得られたダイア

グラムを定性的に説明することができる。

M1 

M叫

図 6: 2 砂丘系を 2次元力学系と見た場合の位相プロファイ
ル。ただし J'(H1) > J1(H2 ） とした．

を考える（図的。この方程式系を力学系とみなす

と国定点は、

J(M2) = J(M1) 

[N 砂丘系の非衝突の解析l

上の議論を周期境界条件での衝突を無視した N

砂丘系に拡張すると

dM1 

dt 
dMi 

J(MN) -J(M1) 

J(Mi-1) -J(Mi) (i = 2, N)(8) 
dt 

となる。これらの定常解の安定性を調べる。まず

質量M の一様解 Mi = M ( i = 1 ... N） は明らか

に上記の方程式の定常解であるが、解の安定性

は一様解からのずれ8M包に関する線形方程式、
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によって決まる。上式右辺の行列の固有値は正

の実数部をもつので、 A（＝－告書l）の符号のみ
(7) 

によって一様解の安定性が決定される。すなわ

在、 MMAX < M では一様解は不安定となる。
次に？二様解’について考える。 J(M） が等しい

2種類の質量 M1 と Mn を持った I 次元’ニ様？

砂丘列は、式（8）の固定点となる。この二様解の

安定性を判定するには、上記と同様のこ様解か

らのずれの方程式、
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を考える。ただし、 α 三一J’ （M1）、 b -

J'(Mn）。この場合二様解の安定性は J’ （M1)+

J'(Mn） の符号に依存して決まる。

[N砂丘系の衛突の解析i

ここまでの議論は砂丘衝突合体の過程は考慮さ

れていないが、小さい砂丘は移動速度が大きく

近隣の砂丘と衝突合体を起こしやすいものと思

われる。ここでは省略するが、衝突合体の頻度

は、空間を考慮した安定解析によって見積もら

れ、時開発展の初期に小砂丘はより大きい砂丘

との衝突合体によって、速やかに淘汰されるこ

とが簡単な計算から分かる。
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5 まとめと展望

以上の数値計算と解析から、孤立砂丘同士の相

互干渉（砂の椙互供給と衝突合体）は系のサイ

ズ分布の時開発展と定常状態について多大な影

響を与えるものと結論づけられる。とくに、異

なる孤立砂丘聞の砂の相互供給によって、砂丘

群の初期条件に依存して、時間とともに i）砂丘

群のサイズの平均化、 ii）非均一化が起こること

が明らかになった。砂丘群内のサイズ分布に関

して、 Hastenrath らのデータ［7］は、 時間とと

もにパルハンのサイズが均一化することを示し

ているが、これが唯一のサイズ分布の時開発展

に関する報告であり、データの蓄積は十分とは

いえない。

最近になって、水底の砂によってパルハン砂

丘を作る試みが発表され［8, 9, 10］砂丘の縮小実

験の可能性が広がっている。これによって数理

模型と実験、観測が相互につながり、砂丘研究

に新たな展開がおこるものと見られる。今回紹

介した模型は l 次元模型であり、水平方向に広

がる現実砂丘群のダイナミクスとの直接的な対

応はできないが、例えば水底砂丘の（水の流れ

方向の）砂丘の長さに比べて十分狭い輔の流路

で実験を行えば今回の模型から得られた結果の

正当性を検証できるものと思われる。また、今

回の模型を 2次元に拡張した模型（図 7）も現在

構築中でありこれによって現実のパルハン群の

サイズ分布とより直接対応した議論が可能とな

るものと期待される。ともかく、定性的な観測i

報告を中心として進展してきた砂丘研究が、最

近の縮小実験や数理模型の提出により、一挙に

定量的な研究の対象として発展し始めているの

は注目すべき事実である。
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