
微分~：分方程式型交通流モデルの厳密解と

戸田ソリトン解
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反花、j霊れ 7 を持つ Newell-Whitham lli追従モデル 11, 2] 

九（t 十 r) = V(.1:n-1 (t) --Xn(t)) (n = 1, 2, .. N), (1) 

は、 7 に関して展開して i 次の項まで残すことにより最適速度追従モデル（OVM)

[3, 4］を再現し、屑期境界条件のもとで OVM と同様な渋滞疎密渡を自発的に形

成することが知られている。最適速度関数を

f h-h，、 1
(h） ニ Vo ＋ 同 tanh ＼τっ

とするとき、一様流が親形不安定になりうる条件は、

Ho 
T > T~ ＝一一一
- " - 2Vo ’ 

(2) 

(3) 

であり、 Tc は臨界反応遅れと呼ばれる。

弱非親型解析［5］から、 OVM が臨界点の近傍で鴇円関数で表される解を持つ

ことは良く知られている。そこで機分差分方程式（1）の解析解を得るため、戸田

格子のクノイダJレ波解［6, 7，討を拡張した、椅円テータ関数。。（v）による ansatz
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(4) 

を仮定する。ただしむ＝ νt - x である。

式（4）より、車間距離ムXn = Xn-1 -Xn および速度おを討算すると、

。。（c> ＋会） 1 -k2叩22K (8 ＋去）sn2{2Kv) 
ムXn(t) ＝九十 2Aln －→一一ーキ＋ Aln 十一 t , (5) 

。。い－古 j 1 -k2sn22I< ( o －去）sn2(2Kv) 

f k2sn(2K 8)cn(2Kδ）dn(2K 8)sn2 (2K吋1
お（t + r） 口 C+ 4AKv IZ(2K均一 I , (6) l 1 -k2sn2(2K r5)sn2(2K叶 i

となる。ここで、 k l立構間関数の母数であり、 Kはこの母数に対する第 l 種完全

構丹額分、 sn, en, dn, Z はそれぞれ母数k の Jacobi の楕丹関数および Jacobi の

ゼータ関数である。式（6）では、パラメータ u と入が Whitham の関略式

νλ ＝ _!___ 
2r ’ 

(7) 
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を満たすものとしている。これは九（t + r ） が sn2(2Kv）だけで書かれるための条

件であり、そのときのみ九（t 斗 r ） をム:I:n(t ） の l 鏑関数で表すことができる。（5)

と（G）から日u2(2I<v）を消去することで、この組問.tz が方桂式（1）を満たしてい

ることを示すことができるのこの！！寺、最適速度関数は式（2）のような t.anh 型にな

り、孔nsatz のパラメータ C, h，ヲ A, v， λ ， <5, k lま式（7）および条件式

Ho 2ノ1 (8) 

。 z C + 2AK1.1 [2z（凶）ト S山）rn(2I<J）山
。。（科去）

ho = h + 2A In + A In 
u 向。去）

'0 ＝山瓜n附

によつて決定される。ただし
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P ニ sn2(2KJ) -sn22K{o －工）
2λ 

Q = sn22K(o ＋土） -sn2(2J<J ）・
2λ 

(12) 

この解の安定性を確認するため、一棟流にわずかな擾乱を加えた初期条件から

方程式（ 1）のシミュレーションを行った。国 1 は

V(h) = tanh 2 + tanh(h -2), (13) 

T = 0.582, N = 20、平均車問九二 1.89 に対して、 t = 60000 まで計算した結果
の車間距離のプロファイルである。シミュレーション（黒点）は解析解（細鯨）

と極めて良く一致している。また関 2 は、 N = 10, h = 2.0 で反応遅れ 7 を変え

てシミュレーションした際に形成される蝶横波の最大および最小車間距離を Tc/T

に対してプロットしたもの（黒点）である。解析解から予想される値（翻練）と

の一致は捗．めて喪いことがわかる。

なお このシミュレーションにおいて長谷部勝也氏（愛知大学）らのグル一、
プが開発したプログラムを利用させて頂いた。氏らに感謝したい。
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