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1 問題の提起

我々研究グループが時間について 2 賠徹分の交通流方程式（最適速度

モデル）を提起する以前、この分野は主として遅れっき I 階微分方程式を

研究して来た。

丸（t 十 T) = f(x川1 (t) -Xn(t)) 

ここで T は運転者の反応遅れ時間、添字 η は自動車の番号でこれが大

きい自動車ほど前方に世置するとしている。 z は道路上の（特定起点から

測った）自動車の位置、 t は時間、 a は適当な非綾形関数である。 T=O の

場合この方程式は常に安定で興味ある現象を再現しない。これが「遅れj

を導入せざるを得ない理由である。この方程式はしばしば左右両辺を徴分

した表現

九 （t 十 T) = j'(Xn+i(t) -Xn(t））（土η＋ 1 (t）ー £η （t))

に置き換えられるが勿論本質的に 1 階撒分方程式である。

さてこのモデルはキンク解（渋滞解）を持たないと思われていたが実は

ある条件のもとに安定なキンク解を持つのでその分析を報告する。

2 モヂjレの設定

次のモデルを研究しよう。

お（t + T) =ta凶作n+i(t) -Xn(t)) 

環状交通路を対象とし変数には周期境界条件を課す。なを、このモデルで

は車間距離が負となることがある。現実問題に対しては

土れ（t 十 T)=t乱凶作η＋1(t) -a;n(t) -D) 

のような修正を要するが、結論は変わらない。またサーキットの全長を 0

とする。これは一見寄異であるが修正した方程式に戻ればサーキット長は
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D×車両台数であるから問題を生じない。このモデルでは出発点の車問

距離を各車とも 0 とする。詳細は立ち入らないがこのモデルの線形解析

によればT= 1/2 が臨界点である。最初の函は、安定点を僅かに超えた
T = 0.6 の場合、。 100 台の車両について緩和時聞を超えたシミュレーショ

ンの結果である。但し厳密に条件を守ると初期杭態から逸脱できないので

初期状態の車間距離に限度土0.001 の一様乱数によって発生した／イズを

入れている。横軸は車両番号、縦軸は車間距離である。明らかに現実の交

。
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通路では発生しないある種の混乱状態が出現している。次の図に同一の

条件、但し初期杭態として予めある種の渋滞をセットした場合の結果を示

す。遅れっき 1 階撒分方程式は、自然な初期状態から出発すると渋滞相を

。 トー一一一一一一一一トーーー一一ω一一一ー一回
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出さないで混乱状態を出現させる。しかし初期杭替の中で渋滞を強制する

と安定な渋滞棺が出現する。これはある意味で興味ある性質であるが現実

の分析にはこのモデルは適さないように見受けられる。
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3 摂動論

臨界点 T= 1/2 の近くで次の方程式を問題にしよう。

~Xn日）＝仇+i（いn(t)) , f(x) = tanh(x）仏
新しい変数 h叫 （t) = x叫+i(t）一 Xn(t） を導入し方程式（1）を書き換える。

れ（t+T) ＝仇＋1 (t）） 一六九（t)). (2) 

変数n を連続的と近似してこれを改めて u と書くと方程式は

8h(y, t + T) 
。t = f(h(y + 1, t）） ー f(h(y,t））・（3)

となる。さてここで臨界安定条件 T= 1/2 のもとに線形理論を展開しよ
う。すると方程式（3）は

。 1
&ih(y, t + 2) = h(y + 1, t) -h(y, t) (4) 

となる。これは次の形の解を持つ。

h(y, t) = exp[foy 十 iwt] , (5) 

若干の計算によってω と α は次の関係を満たす実数であることが判明
する。

ω ＝ α ＋ nπ ， n=O，士I，土2，・ (6) 

n#O は激しく振動する解なのでこれは捨て、九＝ 0 の場合のみを問題に

する。

exp[iα（y + t)] 

これらの重ね合わせが一般の解になる。

h(i替、ド j同吋如榊＝ h(y+t]

すなわち臨界杭態では解は単位速度で後方へ伝搬することが判る。いま不

安定4え曹を論ずるにあたって

T ＝.~＋己（7)
とする。ここで E は小さな正の数とする。線形論の示唆に従って以下の
ガリレイ変換を採用するのが良いであろう。

z=y+t, r=t (8) 
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。。 δδδ
－＝一一＝ー十一－ (9) 
{)y oz ’ at δz {)7 

IEl座標の点 （y,t 十 T） は新鹿標で （z+T,r+T） と表される。ここで変数

の置き換え z → z-1/2 によって

（ δθ 友＋ a;)l加わ＋ T） り仲＋ ~＇ r））一例z -'2' r)) (10) 

が得られる。そこで g = tanh(h）固なる変数を導入する。逆変換は
' 1 。 1 毘 l

h = tanh-'(g) = g+ -g" + -rl + -g ＇ 十・・・ 幽 (11) 
3 5 ・ 7

である。この時方程式（10）は

(8 8 f罫） h(z + £2,T十恥ダ川＋吉山ヲr) ' ρ 
と主撃き変わる。 f豆し g仰f U、上の高階1~主分は無視した。さてこの方程式（12)

の解のうち披影を溺ないで一定速度 u で伝搬するもの

h(z, r) = h(() , g(z, r) = g(() , ( = z -vr . (13) 

を問題にしよう。すると方程式（12）は

(1 -v)h＇（（ 十 E2 - vT) = g1 （ぐ）＋土glll( （）・（14)
24 

に書き換えられる。速度 u を決める原理は＜：2 - vT = 0. である。即ち伝
搬速度
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及び方程式
' 1 山(1-v)(tanh-1(g))1 = g ＇ 十一glfl . ( 16) 

24 

が得られるが、これは誼ちに一回積分できる。

土g" = -vg 十（ 1 -v)[tanh-1(g) -g] ＋ ν，（17) 
24 

或は
.. 1 ~ 1 ~ 

-g" = -vg + (1-v)[-g..i 十一i＇＋ ・ー］＋ ν3
24 3 5 

ここで ν は積分定数である。これはCを時間とするニュートンの方程式

であって質量 1/24 の質点のポテンシャ Jレ V(g） の中での運動を記述して

(18) 

いる。
1 d2θ 
－~g = --V(g) 
24d」 δg

(19) 
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ポテンシャルを

V(g) ＝トれ（1 ー υ） W(g ） ー吋 9 担

と害“いた時に W(g） は

W(g) = －~ ((1 十 g ） 附＋ g）十（ 1 一山g(l -g) -g2) ' (21) 

または展開して

1 .• 1 ,, 
vV(g) ＝ー（:;;:;94 + -l＇ 十一.) . (22) 

12 30 

今ンク解はv=O に対応する。この場合ポテンシャ lレは g ＝ 土G に問じ

高さのごつのピークを持つ。但し G は

G=  (1-v)tanh-1(G) (23) 

の根である。キンク解は左のピーク g = -G をゆっくりと右に転がり落

ちて燕限時間の後に右のピークに上り詰める質点の運動である。このこと

からキンク解の振揺が G であり、キンクの中心の勾配が

会l「 (24) 

であることが判る。数領解（ダイアモンド）とニュートン方程式の解（実線）

を下にしめす。大振幅にも関らず一致の程度は良いと言うべきである。
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