
交通流模型の一体近似とロンド方程式
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1 ロンドアプローチ： f今のあなたは宋来のわたしJ

最適速度（Optimal Velocity, OV）関数 V(t.x） を導入した交通流の車両追従モデル（OV モデル） [l, 2] 
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は自発的渋滞形成を引き起こすことが、数値シミュレ｝ションによって知られている。ここで Zπ（t）は時刻 t における

n 番目の車の位置、ムXn(t) :E Xn-1(t) -Xn(t） はこの寧の前方車間距離、 a は運転者の反応の機敏さを表すパラメータ

であり、 ov 関数 V（ムx） は車間距離に対して単調に増加する最適速度を表している。各車問は実際の速度と最適速度の

差に比例した加減速を行う。文献（1］の線形解析およびシミュレーションから、感度 a が OV 関数の最大の傾きの 2 傍

より小さいとき、自発的渋滞形成が起こることが知られている。

このとき、車間距離・速度（ムx-v） の平面に車両の動きを plot すると、渋滞形成が完了していく過程で、図 1 （左）の

太線の様な closed curve に収束していくのが観察される。この flimit cycleJ において、 C およびF と書かれている点

は渋滞走行および自由走行に相当する等速等間隔の一様流の部分で、車両の代表点は「limit cycle J を反時計回りに移動

しながら、これらの点を交互に訪れる。 C およびFの車間距離と速度を （t.xc, vc ） および（t.XF,VF）と表すことにする

と、それらの値や「limit cycleJ 自身の形状は感度a と V（ムx）を与えてシミュレ｝シヨンを行うと unique に定まる。
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図 1: ov 関数 V（ムx) = tanh（ムx -2) + tanh(2）、感度 a= 1.0、車両台数 20 台での、サ｝キット上（長さ 40）のシ

ミュレーションの結果。（友）車間距離，速度平面での「limit cycleJ （太線）と ov 関数（締線）。（右）渋滞部分近傍で

の車両の挙動。点、線は特定の一台（xn ）の軌跡。

追従方程式（1）は多自由度の非線形方程式なので数値的に解く以外に fIimit cycleJ の形状を決めることは難しいよう

に思われていたが、 ov 関数が区分線形な関数であるような簡単な場合に、渋滞形成が完了した時点での車の挙動（「limit

cycleJ）を解析的に解くことに成功した向。

シミュレーションで渋滞流形成が安定化した後の各車の挙動を観察すると、図 1 （右）のように、寧 Xn の速度は先行

事 Xn-1 の速度をある一定時間 T 後に繰り返しており、形成された渋滞縞は一定の速度 VB で後退していることがわか

る。この性質を ansatz として ov モデルの運動方程式（1）に代入することで、多体問題である追従方程式（1）を、一つ
の universal な関数に対する差分微分方程式に還元することが可能である。挙動の遅れ T、渋滞の後退速度 VB は渋滞流
を特徴づけるパラメータであり、感度 a のみで決まると考えられるが、今までのところシミュレ｝ションをしてみるま

では決められない。以下では T，りB をフリーパラメータとして、それが満たすべき条件を求めることになる。

前述の性質は

Xn-1 (t) = Xn(t + T) + VBT (2) 

と表すことができる。ここで VB は、先行牽 Xn-1 がある挙動をした後、時間 T 後に Xn が距離 VBT 下流側で同じ挙動

をすると言う意味で、渋滞縞の後退速度である。このように全ての車両の挙動は単一の universal function F(t） 三 Xn(t)

F、
υ



を用いて

Zトk(t) = F(t + kT) + kvsT 

のようにあらわされる 1。このとき η 番目の車の車間距離は

(3) 

ムXn(t) = F(t + T） 甲 F(t) +vsT (4) 

と書けるので、これらを追従方程式（1）に代入することで、 F(t ） が従う差分微分方程式

~fr(t) + F(t) = v仰 ＋ T)- F(t) ＋ば）仰

を得る（以下ではこれを fロンド方程式J と呼ぶ）。このような差分微分方程式を一般に解くのは大変難しいが、 ov 関

数が3 節で述べるような簡単な区分線形関数の場合は、比較的容易にこれを解くことができる。

2 漸近軌道（Asymptotic Trajectory) 

実際の数値計算は有限の長さを持ったサ｝キット上で行われているので、端点 C およびF も有限のサイズを持った渋

滞領域や自由領域に棺当しヤいるが、いま仮想的に半無限の自由（渋滞）鎖減から半無限の渋滞（自由）領域への遷移

を考えると「limit cycleJ の上半分（下半分）に相当する減速（加速）過程が得られる。これを「減速側（加速側）漸近

軌道j とよぴ、以下でこれを表す F(t） が満たすべき条件を求める。 OV 関数上の点（ムxc,vc ） と（AxF，旬F）に相当する

一様流は追従方程式（1）の線形安定な自明解なので［1］、漸近軌道はこれらの問を結ぶ「kink solitonJ 的なものであると

考えられる［4]o
漸近軌道を表す F(t）は少なくとも l 階微分まで連続な関数であり（Cl 条件）、二つの異なった一様流を無限の時間

をかけてつなぐ軌道である。従って F(t） から式（4）によって計算された車間距離ムXn(t） や速度内（t）三 F(t） は無限の
過去および未来である一定の値に漸近しなければならない（一様流条件）。

ムXn(t)--> Ax土， Vn(t） 一円 (t →土∞） (6) 

これらの漸近値は、減速側漸近軌道の場合は（Ax円札）＝（ムXF，世F）、（ムx+,v+) = （ムxc,vc ） となるべきものであり

（加速側漸近軌道の場合は逆）、実際追従方程式（1）より、

世士 ＝ V（ムX±) (7) 

を満たすことがわかる。従って漸近軌道の端点は常に ov 関数上にある。また式（6）より Xn(t） 、 Xn-1(t） は t →土∞で

x,.(t）ー→ U土t, Xn-1 (t） 一円t+ !::i.x土 (8) 

という漸近的挙動を持つ（位置座標の原点の任意性に相当する定数項を無視した）ことがわかるので、これらと式（2)

から、

（。士 ＋ vs)T ＝ ムZ土 (9) 

が成り立つ。これは無限の過去および未来における、渋滞縞の静止系での単位時間あたりの交通量が、いずれも 1/T に

等しくバランスしていること、すなわち
v由 ＋ vs v++vs 1 

ムzームX+ T 

を意味する。またこの条件からムZ叩図の上で （Axc,vc ） と（Axp，吋）を結んだ直線の傾きが l/T になることもわかる。

それぞれの漸近軌道が全体で賜じて f!imit cycleJ を作るためには、同じ （!::i.xc,vc ） と （/::i.xp, VF）をつなぐ加速側と
滅速側の漸近軌道が存在しなければならない（回帰条件）。 ov 関数が関数上のある点 S (Axs, V（ムxs））に関して点対称、
であるとき（対称性の要請）、漸近軌道が一つ存在すれば、 S に隠して点対称の位置にあるもう一つの漸近軌道が存在す

ることが簡単に証明できる。この場合には、回帰条件は（Axe，世c）と（AXF，世F）が S に関して点対称の位置

(10) 

Axe +AxF =2ムXs または Ve +VF= 2V（ムxs)

1ζの処方は波動方程式を解くときに使われる進行波の仮定 （ <f>(x, t｝『 f(x -vt｝） の一種であると見なすこともできる。
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に来ることで満たされる。この対称、牲の要誇は漸近軌道を見いだすために必須の条件ではないが、簡単のため、以下で

扱うモデルはこれを満たすものに限る。その場合二つの漸近軌道のうちいずれか一方を議論すれば十分であり、今後の

計算は減速側漸近軌道を例にとって行う。

ここで漸近軌道（ないし「limit cycleJ ）を特徴付けるパラメータの間に成り立つ関係式（7）、（9）、（ 11）を再掲すると

（（町村B)T = ll.xc 
(vF + VB)T ＝ムXF

ll.xc + li.xF = 2ムX5 (12) 

となる。これらの関係式を用いれば、 ov 関数 V（ムx）および挙動の遅れT を与えることで他の全てのパラメータムxc,

vc，ムXF，官F，世B を決定することができる。従って（OV 関数が点対称性を持つならば）実質的に漸近軌道（ないし「limit

cycleJ）を決定するパラメータは T のみである。ロンド方程式（5）に従い、一様流条件（6）を満たす l 階連続微分可能な
F(t） を求めることでT の ι 依存性が決定される。

3 区分線形な ov 関数をもっ ov モデル

·Step 関数モデル

まず ov 関数として、 Heviside 関数 fJ(x） を用いた

V（ムx) = lも f) （ムz ームxs) (13) 

を採用する。このモデルは文献（5］で論じられたものと同じである。式（12）より

（ムいxs -V0T/2 
ムXF = ll.xs + iもT/2

VB z ムxs/T 一九／2 (14) 

を得る。 t=O で車間距離がムXsになる減速側漸近軌道を考えると、その解は （ F(O) = 0 として）

l 九t
F'(t) = < l広 e

l 」（1 -e-at) 
¥ a 

(t 三 0)
(15) 

(t 三 0).

である。これがムXn(O） 三 F(T) -F(O） 十 vBT = ll.xs を満たすべきことから条件式

nu 
一
一

d
一2

T
 

a
 

ρ
しW

苛
A (16) 

が出るので、これを解いてこのモデルの a-T 依存性

。T = 1.59362 .. , (17) 

を得る。 Step 関数モデルでは T は a に反比例する。

·Slope 荷数モデル

先の Step 関数モデルでは、各車両は車間距離がムxs より小さいか大きいかによって、静止しようとするか最大速度

%で走ろうとするかどちらかで、追従方程式には実質的なムz 依存性がない。つまりそれぞれの車はほとんど相互作用

せずに走行しているようなものである。そこで図 2 のようにある区間で有限の傾き f をもっ OV 関数を採用し、これを

Slope 関数モデルとよぶことにする。図 2 にあるように、車間距離ムz は、その中で ov 関数が線形になる 3 つの領域

I, II, III に分けられる。ムXA, Axs は各領域の境界である。漸近軌道を特徴付けるパラメータは Step 関数モデル同様、

式（14）で与えられる。

車間距離が t = -r でム句、 t =0 でムXA になる滅速側漸近軌道は、ロンド方程式

ジ（…
(0::; t) ：領域 I

(-r:.=;t:.=;o) ：領域 II

(t 三一r) ：領域 III

(18) 

に従い、条件式 F(T) -F(O) + VBT ＝ムXA 、 F(-r+T） ー F(-r) ＋りBT ＝ ムXB を満たす。ここで T は、幕開距維が

領域 II にある時間を表し、漸近軌道を特徴付ける新しいパラメータである。領域 I および III では、一様流条件を満た
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思 2: Slop世間数モデルの ov 関数。 f l立 slop百部分の傾き、%は最大速度、ムxs は最適速度が九／2 になる車間距離。
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図 3; f = 1ム Vo= 2.0，ムXs = 2.0 の Slope 関数モデル。（左） a= 1.0 でのシミュレーションの「limit cycleJ （絡線）

および解析解の一部（太線）。（右）アミァの場合の T およびァの α依存性。点線は Step 関数モデルの T の a 依存性o

a= 0.98857 ..のとき T= r = 1.74027 ..となる。

す式（1呂）の解を容易に求めることができる。領域立での解l土、初めに右辺の F(t ＋めとして領減 I での解を用い、以

後時間 T づっ過去に遡ることで構成していくことができ（邸時ゐy-Step 法）、これを t 昌一ァで領域 III の解に接続し

て全体の滅逮側漸近軌道を得る。

このようにして求めた漸近軌道を図 3 （左）に示す。比べやすきのために解析解（太線）については －T::; t:::; 0 の部

分についてのみ撒いているが、シミュレーションの結果（絡線）と非常によく一致している。また領域 II での解が最も

簡単に求まる T?. 7 の場合について、アおよびァの a 依存性を国 3 （右）に示した。感度 α が小さいときは、 T の a

依存性は Step 関数モデルのものとほとんど変わらなくなる。
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