
交通流理論の厳密に解ける 1 次元追従模型

杉山雄規事（三重短期大学）
山田裕康↑（理化学研究所）

我々は、 O V模型という自然渋滞を動力学的に発生させる l 次元追従模型を
提案した。この模型は交通流の振る舞いを記述する様々な利点を持っと思われ
る。だが、主な結果は数値シミュレーションで得たものであり、その力学的特性
は不明な点も多い。そこで、我々はOV模型の本質的な部分はそのままに保ち、
できるだけ簡単化した模型を提案し、その動力学特性を解析的に明らかにした
い。以下のような模型を考える。

丸＝ α ｛V（~xn ） 一九｝， (I) 

η （π ＝ 0, 1,2,ｷ .. ）.九は η 番目の車の位置、 ~Xn ＝丸一1 - Xn は車問、 α は感応、
度を示す定数。 V(axπ）は“ov 関数”といい、安全運転をするための希望速度を
車関に応じて与える。ここでは、 Heaviside 型階段関数6に簡単化する。

V(axπ）＝ v明日・。（axπ － d), (2) 

したがって、（a）車問が d 以下では車は止まろうとし、（b) d 以上では加速して
最大速度匂闘で走ろうとする。どちらの場合も運動方程式は l 体問題で、簡単
に解が求められる。
(a) AXn < d 

九（to) lt-t ¥ 叫） = Xn(to) ＋一γ｛I -e-¥ ol}, (3) 

(b) AXπ 主 d

Vma:i: 一九（to) alt t) 
九（t) ＝九（to)+ Vma:i:(t -to ）ー｛I -e叫－ oJ}, (4) 

α 

初期条件はいずれの場合も t = t0で， x(to), x(to). 
この模型は、すべての車聞がd に比べて充分大きいか小さい場合には、一様

流の解を持つことはすぐわかる。以下では渋滞流の解を求める。各車の運動は式
(3), (4）でわかっているから、問題は如何に各車の解をつなげるかという接続条
件を求めることにある。そこで、 2 つの基本過程を考察する。ひとつは、［A］渋
滞（車問日J，速度 0 とする。）から抜け出て自由走行（車問AXp，速度均四とす
る。）に至るまで、もうひとつは［B］自由走行していたのが渋滞に到達するま
で、である。
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[A］の過程における n 番目の車の運動は次のように書ける。（0 番Eの車が to
で渋滞の先頭にいるとする。）

Xn(t) ＝ーη• t:;.XJ (to 三 t くら）， (5) 

1 
zπ （t) ＝一π· C;.XJ + Vmao:{(t 一九）一－［1 -e-a(t-t,.)]} (tπ~t)' (6) 

α 

ここで、 tnは n番目の草が渋滞の先頭になって、前の車との間隔がd になったとき
の時刻である。（これ以後、車は渋滞から離脱し加速していく。） t”は、 t:;.Xn(tπ）＝ d
で定義される。この式は次のように書ける。

!:;.XJ 十 Vmax{(tπ － tn-1) -.!_[1 -e吋（t,.-t,._i)]} = d. (7) 
α 

ここで、 to くれ＜・・・く tn-1 くら＜・・・に対する一連の関係式が得られたことに
なる。この一連の式は、 r = t1 -to ＝ ・・・＝九一九一i ＝・・・（＞ 0），として次式に
還元される。

山い｛r - ~（ 1 -e-arト d (8) 

[BJ の過程についても同様の考察をする。 n番目の車の運動は次のように書け
る。（0 番目の車がらで自由走行集団の先頭にいるとする。）

ら（t) ＝一九·t:;.XF + Vmao:(t -to) (to :::; t くら）， (9) 

九（t）＝ 一九· t:;.XF +vm田｛（tπ － to)+ ~［1 -e-a(t-t,.)]} (t九三 t) ' (10) 
α 

ここで、らは n 香自の車が自由走行集団の先頭になって、前の車との間隔がd に
なったときの時刻である。（これ以後、車は減速しいく。）九は、 t:;.Xn(tn) = d で
定義される。［A］と同様の議論からこの式は次のように還元される。

t:;.XF 十い｛ーァ＋ ~（ 1 -e-ar)} = d. 、
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さて次に、（A］の場合：；草が自由走行に達するとき、（BJ の場合：草が渋滞に
到達するときを考えよう。充分時聞が経った後 （t，. →∞）に、

(A］九（t ） → Vmax• このとき 主忠 t:;.Xn(t) = t:;.XF , 

[BJ xn(t ) • 0 .民t:;.Xn(t) = /:;.XJ 1 

休日BJ のいずれの場合も同じ結果を与える。（つまり［A],[B］の両過程でのTは一
致することになる。）

t:;.XF -t:;.XJ = VmaxT・（12)

休日BJ の過程の間は無限時間を経るので、独立なものを繋げるかのように見え
るが、この関係｛12）により両者は関連して一つの解を与えることがわかる。
さて、以上の 3 つの関係式（8), (11), (12）を解くことにより渋滞流の解が求

まる。結果は、
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(13) 

ァは次式で決まる。
αr = 2( 1 -e-ar) , (14) 
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イ査は αT '.:::: 1.590 
この解が教える所は、各車は系に特告主的な時間ァほど遅れて前の事と全く同じ

運動を操り返している、ということである。この集間的運動が結果として大域的
クラスターである？渋帯？を部成するわけである。この事実は、オリジナルのO
V諜型の数値シミュレーシ認ンにより予想されていたことだが、今の場合の簡単
イヒした G V摸裂で解析的に明らかになったといえる。渋滞タラスターの運動も、
飼えば（5), (6),(12）より解析的に得られる。

V; - Xn （九） -Xn-1 （九一i) _ !J.XJ 
’ 一一戸市－ t.,. -t乱－ 1 - T 

) 
w
h
u
 

噌
』
ム

，F
e
－
－
‘
、
、

渋滞クラスターの大きさの合計l土、この解に大域的な条件（境界条件）

(N - NJ ）ムXF+NJムXJ::::: L. (16) 

を加えて、はじめて決まる。（幾つ有？のクラスターに分かれていても合計の大きさ
は L （レーンの長さ L N （その中の寧の全台数）で決まっている。これはムXF ， 込町

とかクラスターの数とかに無関保に求まったことによる。すなわち、
らに無関採に各車の運動は問ーである。）
この解が与える結果は、長時間櫨限の条件で求めたもの

の非常に患い近filになっていることは，解の指数関数的援る
う。（伊jえば車の速度の時鶴変化など見ればよい。）

0 V模型の力学的・特鑑は、車問と速震（ム民会）の位棺空間内での軌道がリミッ
トサイク Jレのよう奇吸引的な関軌道を持ち、その関軌道が渋滞解のプロフイー
jレを与えることである。このことは、オリジナル者 G V模型の場合、数値的に認
められた。簡単化した階段関数のO V模型の場合、この関軌道は解析的に求まる
（閣 1 ）。上で求めた挟滞解で辻、すべての車がこの間軌道のよを由る。（議長密に
は 2 つの端点（ムXJ,0), (c,.xF, V叩ぉ）に至るには蕪限の時間がかかるが、宥醍時間
の充分良い近filになっている。）

二E

図 1
Vmax) 

Vmax 

ふx

。 I (tJ.Xj, 0) d 

以下にこの摸型の数龍シミュレーションとの比較をみる。レーンに閣期境界
条件をかす。図 2 I立、金主事の運動をプロットしたものである。初期状態は一世流
で不安定者場合の結果で、渋滞の形成がオ！）ジナルのO V携型と間諜に観察され
る。ただ、非常に早く、渋滞が完成する。車の運動（図の太親）、渋滞の後退運度
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、など解析結果と一致している。図 3 は、渋滞流が完成た後の位相空間上の車の
運動をプロットしたものである。解析的に得た閉軌道と一致している。無隈時間
極限で求めた解が非常に良い近似であることが見て取れる。
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